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Abstrak
Pesawat terbang merupakan sarana transportasi udara
yang memiliki enam derajat kebebasan gerak (DOF) yaitu
sistem gerak yang dikontrol oleh aileron, elevator dan rudder.
Gerak longitudinal pesawat terbang dikontrol oleh sistem
elevator. Sistem pengendalian gerak pesawat terbang dengan
mempertimbangkan adanya suatu noise, sehingga dibutuhkan
estimator yang digunakan untuk mengestimasi gerak pesawat
terbang. Estimasi dilakukan dengan metode Kalman Filter
dan kombinasi Logika Fuzzy - Kalman Filter yang disebut
Fuzzy Kalman Filter, serta optimal smoothing. Berdasarkan
hasil penelitian, nilai root mean square error (RMSE)
menunjukkan bahwa metode Fuzzy Kalman Filter relatif lebih
kecil daripada metode Kalman Filter pada semua varibel gerak
longitudinal pesawat terbang. Namun berdasarkan waktu
komputasi, metode Kalman Filter lebih cepat dengan waktu
0.1628s dibandingkan Fuzzy Kalman Filter yang membutuhkan
waktu 0.2802 s. Optimal smoothing Kalman Filter, estimasi
variabel kecepatan translasi ke atas, kecepatan sudut pitch
dan sudut pitch yang lebih halus. Optimal smoothing Fuzzy
Kalman Filter, semua variabel dapat memberikan hasil yang
lebih halus.
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Abstract
The aircraft is the air transportation which has six degrees
of freedom of motion (DOF) is system motion-controlled
system of aileron, elevator and rudder. Longitudinal
motion of the aircraft is controlled by a system of elevators.
Motion control system aircraft with consider a noise, so it
takes the estimator is used to estimate of aircraft motion.
Estimates made by the method Kalman Filter and Fuzzy
Logic combination of Kalman Filter called Fuzzy Kalman
Filter, as well as the optimal smoothing. Based on the
research results, the value root mean square error (RMSE)
show that the method of Fuzzy Kalman Filter relatively
smaller than the Kalman Filter all variable longitudinal
motion of the aircraft. However based on the computation
time, Kalman Filter more quick with a time of 0.1628 s
compared Fuzzy Kalman Filter that takes 0.2802 s. Optimal
smoothing Kalman Filter, estimation of variable translation
velocity of upward, angular velocity of the pitch and
pitch angular more subtle. In optimal smoothing Fuzzy
Kalman Filter, all variables can provide a smoother result.
Keywords: Aircraft Motion, Kalman Filter, Fuzzy Kalman
Filter, Optimal Smoothing
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BAB I
PENDAHULUAN
Pada bab ini dijelaskan mengenai hal-hal yang menjadi
latar belakang munculnya permasalahan yang dibahas dalam
Tugas Akhir ini. Permasalahan-permasalahan tersebut
disusun ke dalam suatu rumusan masalah. Selanjutnya
dijabarkan juga batasan masalah untuk mendapatkan tujuan
yang diinginkan serta manfaat yang dapat diperoleh dari
Tugas Akhir ini. Adapun sistematika penulisan Tugas Akhir
diuraikan pada bagian akhir bab ini.
1.1 Latar Belakang
Pesawat udara merupakan sarana transportasi udara yang
diperlukan bagi khalayak umum. Pesawat udara dibagi
menjadi dua yaitu pesawat bersayap tetap dan pesawat
bersayap putar. Pesawat telah dirancang dan dibangun
sesuai kebutuhan dengan perhitungan yang akurat. Pesawat
membutuhkan tingkat pengendalian yang optimal untuk
dapat terbang stabil. Pesawat terbang memiliki enam derajat
kebebasan gerak (Six Degree of Freedom) yang mana masing-
masing dikontrol oleh sistem aileron, sistem elevator dan
sistem rudder. Berdasarkan arah, gerak terbang pesawat
terdapat dua yaitu gerak longitudinal dan gerak lateral.
Dengan adanya faktor-faktor internal dan eksternal dari
pesawat yang dapat menghambat kestabilan pesawat saat
terbang di udara. Faktor-faktor internal yang meliputi
sistem kontrol gerak, roda dan pada mesinnya. Faktor-faktor
eksternal meliputi kondisi cuaca buruk seperti badai angin,
awan, hujan disertai petir.
1
2Sistem pengendalian pesawat yang telah dirancang sesuai
kebutuhan dengan tingkat pengukuran yang akurat akan
terdapat suatu noise. Noise ukurannya sangat kecil.
Noise tersebut dapat terjadi pada noise sistem dan noise
pengukuran. Meskipun ukurannya sangat kecil, noise-noise
tersebut dapat menghambat kinerja dari sistem pengendalian
gerak pesawat. Noise tersebut harus dihilangkan untuk
mengatasi masalah kinerja dari sistem pengendalian gerak
pesawat. Dengan mengurangi noise pada sistem dan
pengukuran tersebut diperlukan adanya suatu pendekatan
yang lebih akurat dari sebelumnya. Suatu pendekatan
yang dilakukan yaitu berupa adanya estimator untuk
mengetahui tingkat noise tersebut. Estimator digunakan
untuk memprediksi variabel-variabel kontrol gerak pesawat
dengan adanya noise tersebut.
Berdasarkan hasil penelitian yang dilakukan oleh Abhijit
G. Kallapur pada tahun 2007 tentang ”UAV Linear and
Nonlinear Estimation Using Extended Kalman Filter” [1].
Tingkat akurasi estimasi masih cenderung kurang optimal.
Berdasarkan hasil penelitian yang dilakukan oleh Hasnawati
Mahmuri pada tahun 2011 tentang ”Estimasi Perkembangan
Sel Kanker Menggunakan Fuzzy Kalman Filter” [4]. Metode
kombinasi Fuzzy Kalman Filter memberikan hasil estimasi
lebih akurat dibandingkan dengan metode Kalman Filter
biasa.
Fuzzy Kalman Filter merupakan suatu metode fusi yang
berasal dari Logika Fuzzy dan Kalman Filter. Logika Fuzzy
merupakan metode penalaran yang dapat menangani masalah
ketidakpastian pada dunia nyata. Sedangkan Kalman Filter
merupakan metode estimasi variabel keadaan sistem linear
dinamik. Metode Fuzzy Kalman Filter ini telah diteliti oleh
Lee Ryeok Han pada thesisnya berjudul ”A Fuzzy-Kalman
Filtering Strategy for State Estimation” pada tahun 2004
3[9]. Berdasarkan hasil percobaan yang dilakukan Lee Ryeok
Han menyimpulkan bahwa metode Fuzzy Kalman Filter suatu
kombinasi yang tepat pada penanganan masalah yang tidak
pasti dan lebih akurat dibandingkan Kalman Filter.
Dalam Tugas Akhir ini penulis bermaksud membahas
topik ”Estimasi Variabel Keadaan Gerak Pesawat Terbang
Menggunakan Metode Fuzzy Kalman Filter”. Pada penelitian
ini juga dilakukan optimal smoothing pada Kalman Filter
dan Fuzzy Kalman Filter. Penelitian ini bermaksud untuk
mengestimasi variabel keadaan gerak untuk mendapatkan
tingkat kesalahan estimasi yang sangat kecil.
1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah disajikan diatas,
penulis menuliskan beberapa permasalahan-permasalahan
yang akan dibahas dalam penelitian Tugas Akhir ini sebagai
berikut :
1. Bagaimana cara mengkaji model dinamika gerak
pesawat terbang?
2. Bagaimana hasil estimasi algoritma Kalman Filter
dengan algoritma Fuzzy Kalman Filter?
3. Bagaimana hasil dari Optimal Smoothing terhadap
kedua metode tersebut?
1.3 Batasan Masalah
Dalam Tugas Akhir ini, penulis membatasi permasalahan
sebagai berikut :
1. Model pesawat yang diteliti merupakan pesawat
bersayap tetap (fixed wing).
2. Sistem model kontrol gerak pesawat yang diteliti adalah
pada gerakan longitudinal.
43. Software yang dgunakan untuk simulasi adalah
MATLAB.
1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian Tugas Akhir ini adalah merancang
estimasi pada variabel keadaan sistem kontrol pesawat
pada gerak longitudinal dengan menggunakan metode Fuzzy
Kalman Filter. Dengan perancangan estimasi ini agar dapat
memberikan tingkat kesalahan estimasi yang kecil.
1.5 Manfaat Penelitian
Dari penelitian Tugas Akhir ini, penulis mengharapkan
agar Tugas Akhir ini dapat bermanfaat bagi berbagai
kalangan sebagai berikut :
1. Memperluas masalah-masalah yang dapat diterapkan
dengan metode Fuzzy Kalman Filter.
2. Menambah wawasan dan memberi gambaran tentang
estimasi dengan menggunakan algoritma Fuzzy Kalman
Filter.
3. Sebagai bahan pertimbangan dalam estimasi sistem
kontrol gerak pesawat untuk merancang sebuah
pesawat.
1.6 Sistematika Penulisan
Penulisan Tugas Akhir ini disusun dalam lima bab, yaitu:
1. BAB I PENDAHULUAN
Pada bab ini berisi tentang gambaran umum dari
penulisan Tugas Akhir yang meliputi latar belakang,
rumusan masalah, batasan masalah, tujuan penelitian,
manfaat penelitian dan sistematika penulisan.
2. BAB II TINJAUAN PUSTAKA
Pada Bab ini berisi tentang penelitian terdahulu,
5model dinamika gerak longitudinal pesawat terbang dan
Metode Kalman Filter serta Fuzzy Kalman Filter.
3. BAB III METODE PENELITIAN
Pada bab ini dijelaskan tahapan-tahapan yang
dilakukan dalam pengerjaan Tugas Akhir. Tahapan-
tahapan tersebut antara lain studi literatur, mengkaji
model gerak pesawat terbang, Kalman Filter dan Fuzzy
Kalman Filter. Selanjutnya dilakukan implementasi
metode Kalman Filter dan Fuzzy Kalman Filter.
Tahap selanjutnya dilakukan simulasi dan analisis hasil.
Tahap terakhir adalah melakukan penarikan kesimpulan
berdasarkan hasil analisis serta saran.
4. BAB IV HASIL DAN PEMBAHASAN
Pada Bab ini dibahas mengenai penerapan model
dinamika gerak longitudinal pesawat terbang dengan
metode Kalman Filter dan Fuzzy Kalman Filter. Dan
selanjutnya akan diperoleh hasil estimasi dari Kalman
Filter dan Fuzzy Kalman Filter.
5. BAB V PENUTUP
Pada bab ini berisi mengenai kesimpulan akhir
yang diperoleh dari Tugas Akhir serta saran untuk
pengembangan penelitian selanjutnya.
”Halaman ini sengaja dikosongkan.”
BAB II
TINJAUAN PUSTAKA
Pada bab ini diuraikan mengenai hasil dari penelitian-
penelitian sebelumnya yang terkait dengan permasalahan
dalam Tugas Akhir ini. Selain itu juga diuraikan mengenai
model dinamika gerak longitudinal pesawat terbang serta
algoritma Kalman Filter dan algoritma Fuzzy Kalman Filter.
2.1 Penelitian Terdahulu
Dalam Tugas Akhir ini penulis merujuk pada beberapa
penelitian-penelitian sebelumnya yang sesuai dengan topik
yang diambil. Salah satu penelitian yang digunakan adalah
jurnal yang ditulis oleh Abhijit G. Kallapur pada tahun
2007 yang berjudul ”UAV Linear and Nonlinear Estimation
Using Extended Kalman Filter”. Pada penelitian tersebut
menyatakan bahwa estimasi dari model dinamika UAV yang
terdiri dari satu model linear dan dua model nonlinear telah
menunjukkan kecenderungan hasil yang sama. Nilai Root
Mean Square Error (RMSE) untuk ketiga model dinamik
UAV hampir identik. Hilangnya tingkat akurasi dalam
estimasi model dinamika UAV disebabkan mengabaikan model
linear [1]. Pada penelitian lain yang ditulis oleh Agus
Sukandi pada tahun 2010 yang berjudul ”Pengendalian Gerak
Longitudinal Pesawat Terbang dengan Metode Decoupling”.
Pada penelitian tersebut diperoleh model gerak longitudinal
pesawat terbang dengan nilai parameter-parameter yang
diketahui [5].
Pada penelitian yang lain yaitu thesis yang ditulis
oleh Hasnawati Mahmuri pada tahun 2011 yang berjudul
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8”Estimasi Perkembangan Sel Kanker Menggunakan Fuzzy
Kalman Filter”. Pada penelitian tersebut menyatakan bahwa
error estimasi Fuzzy Kalman Filter lebih kecil daripada
error Kalman Filter sehingga algoritma Fuzzy Kalman Filter
dapat digunakan untuk mengestimasi variabel keadaan yang
lebih akurat [4]. Berdasarkan penelitian-penelitian tersebut,
pada Tugas Akhir ini akan dilakukan estimasi variabel gerak
pesawat terbang menggunakan metode Fuzzy Kalman Filter.
2.2 Model Dinamika Pesawat Terbang
2.2.1 Komponen Gerak Pesawat Terbang
Model dinamika gerak pesawat terbagi menjadi dua
gerakan yaitu gerak longitudinal dan gerak lateral. Pesawat
memiliki enam derajat kebebasan (Six Degree of Freedom)
dalam pergerakannya. Untuk dapat bergerak dalam enam
derajat kebebasan, pesawat memiliki sistem kontrol yaitu
aileron, elevator dan rudder. Pada gerak longitudinal
pesawat dikendalikan oleh sayap elevator. Sayap elevator
merupakan sistem kontrol gerak naik turunnya sayap kiri
atau kanan pesawat (pitching). Pada gerak lateral pesawat
dikendalikan oleh sayap aileron dan sayap rudder. Sayap
aileron merupakan sistem kontrol gerak roll sayap kiri atau
kanan pesawat (rolling). Sayap rudder merupakan sistem
kontrol gerak belok ke kiri atau kanan (yawing). Namun,
selain tiga sistem kontrol tersebut terdapat throttle yang
dapat memberikan pengaruh dari perubahan sudut elevasi
dari sistem kontrol gerak pesawat. Throttle berfungsi untuk
mengatur thrust/gaya dorong dari mesin pesawat, sehingga
akan berpengaruh pada kecepatan pesawat [6].
Pesawat mampu bergerak dalam tiga sumbu (x,y,z ) yaitu
rolling, pitching dan yawing. Komponen arah gaya, momen,
kecepatan translasi dan rotasi (angular) pada koordinat
(x,y,z ) dilihatkan pada Gambar (2.1) [5].
9Gambar 2.1: Komponen arah gaya, momen dan kecepatan
Tabel 2.1: Komponen arah, gaya dan kecepatan
Komponen Roll Pitch Yaw
Kecepatan Sudut P Q R
Kecepatan Translasi U V W
Gaya X Y Z
Momen Torsi L M N
Momen Inersia Ixx Iyy Izz
Perubahan Sudut Φ Θ Ψ
2.2.2 Gerak Translasi
• Gaya yang bekerja karena gaya dorong mesin pesawat
terbang
Gaya yang bekerja karena gaya dorong mesin pesawat
terbang dipengaruhi oleh kecepatan translasi dan
kecepatan rotasi. Maka persamaan gaya dorong mesin
[5] sebagai berikut:
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Berdasarkan prinsip Hukum Newton II, yaitu∑
F = ma∑
F = m
{
d
dt
VT
}
∑
F = m
{
d
dt
VT + (ω × VT )
}
(2.1)
dimana :∑
F : resultan gaya dari pesawat terbang [N ]
m : massa dari elemen pesawat terbang [kg]
VT : kecepatan translasi [m/s]
ω : kecepatan rotasi (angular) [rad/s]
Dengan diketahui kecepatan translasi dan rotasi masing-
masing terhadap sumbunya, yaitu
VT = Uiˆ+ V jˆ +Wkˆ
ω = P iˆ+Qjˆ +Rkˆ
sehingga diperoleh
d
dt
VT =
d
dt
{
Uiˆ+ V jˆ +Wkˆ
}
= U˙ iˆ+ V˙ jˆ + W˙ kˆ (2.2)
Dengan
ω × VT =
(
P iˆ+Qjˆ +Rkˆ
)
×
(
Uiˆ+ V jˆ +Wkˆ
)
ω × VT = PU
(
iˆ× iˆ
)
+ PV
(
iˆ× jˆ
)
+ PW
(
iˆ× kˆ
)
+
QU
(
jˆ × iˆ
)
+QV
(
jˆ × jˆ
)
+QW
(
jˆ × kˆ
)
+
RU
(
kˆ × iˆ
)
+RV
(
kˆ × jˆ
)
+RW
(
kˆ × kˆ
)
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ω × VT = PV kˆ + PW
(
−jˆ
)
+QU
(
−kˆ
)
+QWiˆ+
RUjˆ +RV
(
−iˆ
)
ω × VT = (QW −RV ) iˆ+ (RU − PW ) jˆ + (PV −QU) kˆ
maka,
∑
F = m
{
d
dt
VT + (ω × VT )
}
= m
{(
U˙ iˆ+ V˙ jˆ + W˙ kˆ
)
+
(
(QW −RV ) iˆ+
(RU − PW )jˆ + (PV −QU)kˆ
)}
= m
{(
U˙ +QW −RV
)
iˆ+
(
V˙ +RU − PW
)
jˆ +(
W˙ + PV −QU
)
kˆ
}
= m
(
U˙ +QW −RV
)
iˆ+m
(
V˙ +RU − PW
)
jˆ +
m
(
W˙ + PV −QU
)
kˆ
karena ∑
F =
∑
Fxiˆ+
∑
Fy jˆ +
∑
Fzkˆ
sehingga diperoleh [5]:∑
Fx = m
(
U˙ +QW −RV
)
(2.3)∑
Fy = m
(
V˙ +RU − PW
)
(2.4)∑
Fz = m
(
W˙ + PV −QU
)
(2.5)
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• Gaya yang bekerja karena gravitasi bumi
Gaya yang bekerja karena pengaruh gaya gravitasi bumi
dapat digambarkan pada Gambar (2.2) dan Gambar
(2.3), sebagai berikut :
Gambar 2.2: Komponen gaya gravitasi
Gambar 2.3: Komponen gaya gravitasi
Persamaan gaya gravitasi pada masing-masing
komponen diperoleh sebagai berikut :
(Fx)gravity = −mg sin Θ (2.6)
(Fy)gravity = mg cos Θ sin Φ (2.7)
(Fz)gravity = mg cos Θ cos Φ (2.8)
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Dari persamaan 2.3 - 2.5 dan 2.6 - 2.8 diperoleh gaya
total masing-masing sumbu :
∑
Fx = Fx + (Fx)gravity = m
(
U˙ +QW −RV
)
∑
Fy = Fy + (Fy)gravity = m
(
V˙ +RU − PW
)
∑
Fz = Fz + (Fz)gravity = m
(
W˙ + PV −QU
)
sehingga diperoleh,
Fx −mg sin Θ = m
(
U˙ +QW −RV
)
(2.9)
Fy +mg cos Θ sin Φ = m
(
V˙ +RU − PW
)
(2.10)
Fz +mg cos Θ cos Φ = m
(
W˙ + PV −QU
)
(2.11)
Karena Fx = X,Fy = Y, Fz = Z, sehingga persamaan
gaya yang bekerja pada sumbu (x,y,z ) menjadi [5]:
X −mg sin Θ = m
(
U˙ +QW −RV
)
Y +mg cos Θ sin Φ = m
(
V˙ +RU − PW
)
Z +mg cos Θ cos Φ = m
(
W˙ + PV −QU
)
Dan dapat ditulis menjadi
X = m
(
U˙ +QW −RV + g sin Θ
)
(2.12)
Y = m
(
V˙ +RU − PW − g cos Θ sin Φ
)
(2.13)
Z = m
(
W˙ + PV −QU + g cos Θ cos Φ
)
(2.14)
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2.2.3 Gerak Rotasi
Pada gerak rotasi pesawat terbang menggunakan
persamaan momen torsi. Torsi pada center of gravity
pesawat terbang, sebagai berikut :∑
M =
d
dt
H + (ω ×H)∑
M =
d
dt
(Iω) + (ω ×H)∑
M = I
dω
dt
+ (ω ×H) (2.15)
dimana :
M : momen torsi
[
kgm2rad/s2
]
H : momen momentum
[
kgm2rad/s
]
I : momen inersia
[
kgm2
]
Dengan mendefinisikan matriks momen inersia, sebagai
berikut [10]:
I =
 Ixx −Ixy −Ixz−Ixy Iyy −Iyz
−Ixz −Iyz Izz
 (2.16)
Maka untuk
dω
dt
=
d
dt
{
P iˆ+Qjˆ +Rkˆ
}
= P˙ iˆ+ Q˙jˆ + R˙kˆ
untuk
H = Iω
H =
 Ixx −Ixy −Ixz−Ixy Iyy −Iyz
−Ixz −Iyz Izz
PQ
R

H =
 IxxP − IxyQ− IxzR−IxyP + IyyQ− IyzR
−IxzP − IyzQ+ IzzR

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Sehingga diperoleh
Hx = IxxP − IxyQ− IxzR (2.17)
Hy = −IxyP + IyyQ− IyzR (2.18)
Hx = −IxzP − IyzQ+ IzzR (2.19)
dan
I
dω
dt
=
 Ixx −Ixy −Ixz−Ixy Iyy −Iyz
−Ixz −Iyz Izz
P˙Q˙
R˙

I
dω
dt
=
 IxxP˙ − IxyQ˙− IxzR˙−IxyP˙ + IyyQ˙− IyzR˙
−IxzP˙ − IyzQ˙+ IzzR˙

Karena secara umum, pesawat terbang simetri terhadap
sumbu xz dan berakibat [10],
Ixy = Iyz = 0
maka persamaan 2.16 - 2.18 menjadi :
Hx = IxxP − IxzR (2.20)
Hy = IyyQ (2.21)
Hx = −IxzP + IzzR (2.22)
dan juga,
I
dω
dt
=
 IxxP˙ − IxzR˙IyyQ˙
−IxzP˙ + IzzR˙
 (2.23)
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Dan untuk
ω ×H =
(
P iˆ+Qjˆ +Rkˆ
)
×
(
Hxiˆ+Hy jˆ +Hzkˆ
)
= PHx
(
iˆ× iˆ
)
+ PHy
(
iˆ× jˆ
)
+ PHz
(
iˆ× kˆ
)
+
QHx
(
jˆ × iˆ
)
+QHy
(
jˆ × 2jˆ
)
+QHz
(
jˆ × kˆ
)
+
RHx
(
kˆ × iˆ
)
+RHy
(
kˆ × jˆ
)
+RHz
(
kˆ × kˆ
)
= PHykˆ + PHz
(
−jˆ
)
+QHx
(
−kˆ
)
+QHz iˆ+
RHxjˆ +RHy
(
−iˆ
)
sehingga
ω ×H = (QHz −RHy) iˆ+ (RHx − PHz) jˆ +
(PHy −QHx) kˆ (2.24)
Subtitusi persamaan 2.20 - 2.22 ke persamaan 2.24, sehingga
diperoleh
ω ×H = (Q {−IxzP + IzzR} −R {IyyQ}) iˆ+
(R {IxxP − IxzR} − P {−IxzP + IzzR}) jˆ +
(P {IyyQ} −Q {IxxP − IxzR}) kˆ
ω ×H = (−IxzPQ+ IzzRQ− IyyQR) iˆ+(
IxxPR− IxzR2 + IxzP 2 − IzzPR
)
jˆ +
(IyyPQ− IxxPQ+ IxzQR) kˆ (2.25)
Sehingga untuk mendapatkan momen torsi dengan subtitusi
persamaan 2.23 dan persamaan 2.25 ke persamaan 2.15
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menjadi :∑
M =
{(
IxxP˙ − IxzR˙
)
iˆ+ IyyQ˙jˆ +
(
−IxzP˙ + IzzR˙
)
kˆ
}
+{
(−IxzPQ+ IzzRQ− IyyQR) iˆ+(
IxxPR− IxzR2 + IxzP 2 − IzzPR
)
jˆ +
(IyyPQ− IxxPQ+ IxzQR) kˆ
}
∑
M =
(
IxxP˙ − Ixz
(
R˙+ PQ
)
+ (Izz − Iyy)QR
)
iˆ+(
IyyQ˙+ Ixz
(
P 2 −R2)+ (Ixx − Izz)PR) jˆ +(
IzzR˙− Ixz
(
P˙ −QR
)
+ (Iyy − Ixx)PQ
)
kˆ (2.26)
Maka dapat ditulis dalam bentuk, sebagai berikut :∑
M = Mxiˆ+My jˆ +Mzkˆ
Sehingga nilai masing-masing sumbunya, yaitu
Mx = IxxP˙ − Ixz
(
R˙+ PQ
)
+ (Izz − Iyy)QR (2.27)
My = IyyQ˙+ Ixz
(
P 2 −R2)+ (Ixx − Izz)PR (2.28)
Mz = IzzR˙− Ixz
(
P˙ −QR
)
+ (Iyy − Ixx)PQ (2.29)
Karena komponen momen torsi pada masing-masing sumbu
roll, pitch, yaw yaitu
Mx = L,My = M,Mz = N
Sehingga momen torsi roll, pitch, yaw pada persamaan 2.27 -
2.29 menjadi
L = IxxP˙ − Ixz
(
R˙+ PQ
)
+ (Izz − Iyy)QR (2.30)
M = IyyQ˙+ Ixz
(
P 2 −R2)+ (Ixx − Izz)PR (2.31)
N = IzzR˙− Ixz
(
P˙ −QR
)
+ (Iyy − Ixx)PQ (2.32)
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2.2.4 Linearisasi
Karena persamaan gaya pada 2.12 - 2.14 dan persamaan
momen torsi pada 2.30 - 2.32 merupakan persamaan nonlinear.
Dalam hal ini komponen-komponen arah gaya, momen dan
kecepatan daat ditulis menjadi [10]:
X = X0 + ∆X U = U0 + ∆U P = P0 + ∆P
Y = Y0 + ∆Y V = V0 + ∆V Q = Q0 + ∆Q
Z = Z0 + ∆Z W = W0 + ∆W R = R0 + ∆R
L = L0 + ∆L Θ = Θ0 + ∆Θ
M = M0 + ∆M Φ = Φ0 + ∆Φ
N = N0 + ∆N Ψ = Ψ0 + ∆Ψ
Komponen-komponen tersebut terdiri dari keadaan setimbang
(trim) dan gangguan.
Sehingga persamaan gaya pada 2.12 - 2.14 menjadi
X0 + ∆X = m
{(
U˙0 + ∆U˙
)
+ (Q0 + ∆Q) (W0 + ∆W )
− (R0 + ∆R) (V0 + ∆V )
+g sin (Θ0 + ∆Θ)
}
(2.33)
Y0 + ∆Y = m
{(
V˙0 + ∆V˙
)
+ (R0 + ∆R) (U0 + ∆U)
− (P0 + ∆P ) (W0 + ∆W )
−g cos (Θ0 + ∆Θ) sin (Φ0 + ∆Φ)
}
(2.34)
Z0 + ∆Z = m
{(
W˙0 + ∆W˙
)
+ (P0 + ∆P ) (V0 + ∆V )
− (Q0 + ∆Q) (U0 + ∆U)
−g cos (Θ0 + ∆Θ) cos (Φ0 + ∆Φ)
}
(2.35)
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dan persamaan 2.33 - 2.35 dapat ditulis menjadi
X0 + ∆X = m
{(
U˙0 + ∆U˙
)
+ (Q0W0 +Q0∆W +W0∆Q+ ∆Q∆W )
− (R0V0 +R0∆V + V0∆R+ ∆R∆V )
+g (sin Θ0 cos ∆Θ + cos Θ0 sin ∆Θ)
}
(2.36)
Y0 + ∆Y = m
{(
V˙0 + ∆V˙
)
+ (R0U0 +R0∆U + U0∆R+ ∆R∆U)
− (P0W0 + P0∆W +W0∆P + ∆P∆W )
−g (cos Θ0 cos ∆Θ− sin Θ0 sin ∆Θ)
(sin Φ0 cos ∆Φ + cos Φ0 sin ∆Φ)
}
(2.37)
Z0 + ∆Z = m
{(
W˙0 + ∆W˙
)
+ (P0V0 + P0∆V + V0∆P + ∆P∆V )
− (Q0U0 +Q0∆U + U0∆Q+ ∆Q∆U)
−g (cos Θ0 cos ∆Θ− sin Θ0 sin ∆Θ)
(cos Φ0 cos ∆Φ− sin Φ0 sin ∆Φ)
}
(2.38)
Sedangkan untuk persamaan momen torsi pada 2.30 - 2.32
menjadi
L0 + ∆L = Ixx
(
P˙0 + ∆P˙
)
− Ixz
((
R˙0 + ∆R˙
)
+
(P0 + ∆P ) (Q0 + ∆Q)
)
+
(Izz − Iyy) (Q0 + ∆Q) (U0 + ∆U) (2.39)
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M0 + ∆M = Iyy
(
Q˙0 + ∆Q˙
)
+ Ixz
(
(P0 + ∆P )
2 −
(R0 + ∆R)
2
)
+ (Ixx − Izz)
(P0 + ∆P ) (Q0 + ∆Q) (2.40)
N0 + ∆N = Ixx
(
R˙0 + ∆R˙
)
− Ixz
((
P˙0 + ∆P˙
)
+
(Q0 + ∆Q) (R0 + ∆R)
)
+
(Iyy − Ixx) (P0 + ∆P ) (Q0 + ∆Q) (2.41)
dan persamaan 2.39 - 2.41 dapat ditulis menjadi
L0 + ∆L = Ixx
(
P˙0 + ∆P˙
)
− Ixz
((
R˙0 + ∆R˙
)
+
(P0Q0 + P0∆Q+Q0∆P + ∆P∆Q)
)
+
(Izz − Iyy)
(
Q0R0 +Q0∆R+
R0∆Q+ ∆Q∆R
)
(2.42)
M0 + ∆M = Iyy
(
Q˙0 + ∆Q˙
)
+ Ixz
(
P 20 + 2P0∆P +
(∆P )2 −R20 − 2R0∆R− (∆R)2
)
+ (Ixx − Izz)
(
P0R0 + P0∆R+
R0∆P + ∆P∆R
)
(2.43)
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N0 + ∆N = Izz
(
R˙0 + ∆R˙
)
− Ixz
((
P˙0 + ∆P˙
)
+
(Q0R0 +Q0∆R+R0∆Q+ ∆Q∆R)
)
+
(Iyy − Ixx)
(
P0Q0 + P0∆Q+
Q0∆P + ∆P∆Q
)
(2.44)
Persamaan-persamaan pada 2.36 - 2.38 dan 2.42 - 2.44
terdiri dari kondisi setimbang (trim) dan adanya gangguan.
Dengan mengasumsikan kondisi rata-rata gangguan sangat
kecil, sehingga [10]:
• Sinus dari sudut gangguan dianggap sama dengan sudut
gangguan
• Cosinus dari sudut gangguan dianggap sama dengan
satu
Maka persamaaan 2.36 - 2.38 menjadi
X0 + ∆X = m
{
U˙0 + ∆U˙ + (Q0W0 +Q0∆W +W0∆Q+ ∆Q∆W )
− (R0V0 +R0∆V + V0∆R+ ∆R∆V )
+g (sin Θ0 + ∆Θ cos Θ0)
}
(2.45)
Y0 + ∆Y = m
{
V˙0 + ∆V˙ + (R0U0 +R0∆U + U0∆R+ ∆R∆U)
− (P0W0 + P0∆W +W0∆P + ∆P∆W )
−g (cos Θ0 −∆Θ sin Θ0)
(sin Φ0 + ∆Φ cos Φ0)
}
(2.46)
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Z0 + ∆Z = m
{
W˙0 + ∆W˙ + (P0V0 + P0∆V + V0∆P + ∆P∆V )
− (Q0U0 +Q0∆U + U0∆Q+ ∆Q∆U)
−g (cos Θ0 −∆Θ sin Θ0)
(cos Φ0 −∆Φ sin Φ0)
}
(2.47)
Pada persamaan 2.42 - 2.44 dan 2.45 - 2.47 merupakan
persamaan gerak pesawat terbang pada saat kondisi
setimbang (trim) dan persamaan gangguan. Karena
linearisasi kondisi setimbang (trim) diabaikan.
Maka persamaan 2.45 - 2.47 menjadi
∆X = m
{
∆U˙ +Q0∆W +W0∆Q+ ∆Q∆W
−R0∆V − V0∆R−∆R∆V + g∆Θ cos Θ0
}
(2.48)
∆Y = m
{
∆V˙ +R0∆U + U0∆R+ ∆R∆U
−P0∆W −W0∆P −∆P∆W − g
(
∆Φ cos Θ0 cos Φ0
−∆Θ sin Θ0 sin Φ0 −∆Θ∆Φ sin Θ0 cos Φ0
)}
(2.49)
∆Z = m
{
∆W˙ + P0∆V + V0∆P + ∆P∆V
−Q0∆U − U0∆Q−∆Q∆U + g
(
∆Φ cos Θ0 sin Φ0
+∆Θ sin Θ0 cos Φ0 −∆Θ∆Φ sin Θ0 sin Φ0
)}
(2.50)
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Maka persamaan 2.42 - 2.44 menjadi
∆L = Ixx∆P˙ − Ixz
(
∆R˙+ P0∆Q+
Q0∆P + ∆P∆Q
)
+ (Izz − Iyy)
(Q0∆R+R0∆Q+ ∆Q∆R) (2.51)
∆M = Iyy∆Q˙+ Ixz
(
2P0∆P + (∆P )
2 −
−2R0∆R− (∆R)2
)
+ (Ixx − Izz)
(P0∆R+R0∆P + ∆P∆R) (2.52)
∆N = Izz∆R˙− Ixz
(
∆P˙ −Q0∆R−
R0∆Q+ ∆Q∆R
)
+ (Iyy − Ixx)
(P0∆Q+Q0∆P + ∆P∆Q) (2.53)
Pesawat diasumsikan terbang simetris, sehingga [10]
• Terbang simetri : V0 = 0
• Terbang dengan sayap mendatar : Φ0 = 0
• Terbang setimbang : P0 = Q0 = R0 = 0
Sehingga persamaan 2.48 - 2.50 menjadi
∆X = m
(
∆U˙ +W0∆Q+ ∆Q∆W
−∆R∆V + g∆Θ cos Θ0
)
(2.54)
24
∆Y = m
(
∆V˙ + U0∆R+ ∆R∆U
−W0∆P −∆P∆W − g
(∆Φ cos Θ0 −∆Θ∆Φ sin Θ0)
)
(2.55)
∆Z = m
(
∆W˙ + ∆P∆V − U0∆Q
−∆Q∆U + g∆Θ sin Θ0
)
(2.56)
dan persamaan 2.51 - 2.53 menjadi
∆L = Ixx∆P˙ − Ixz
(
∆R˙+ ∆P∆Q
)
+ (Izz − Iyy) ∆Q∆R (2.57)
∆M = Iyy∆Q˙+ Ixz
(
(∆P )2 − (∆R)2)
+ (Ixx − Izz) ∆P∆R (2.58)
∆N = Izz∆R˙− Ixz
(
∆P˙ −∆Q∆R
)
+ (Iyy − Ixx) ∆P∆Q (2.59)
Untuk menyederhanakan bentuk penulisan pada persamaan
2.54 - 2.56 dan 2.57 - 2.59 didefinisikan sebagai berikut :
∆X = x ∆U = u ∆P = p ∆L = l ∆Θ = θ
∆Y = y ∆V = v ∆Q = q ∆M = m ∆Φ = φ
∆Z = z ∆W = w ∆R = r ∆N = n ∆Ψ = ψ
Sehingga persamaan 2.54 - 2.56 menjadi
x = m (u˙+W0q + qw − rv + gθ cos Θ0) (2.60)
y = m
(
v˙ + U0r + ru−W0p− pw
−g (φ cos Θ0 − θφ sin Θ0)
)
(2.61)
z = m (w˙ + pv − U0q − qu+ gθ sin Θ0) (2.62)
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dan persamaan 2.57 - 2.59
l = Ixxp˙− Ixz (r˙ + pq) + (Izz − Iyy) qr (2.63)
m = Iyy q˙ + Ixz
(
p2 − r2)+ (Ixx − Izz) pr (2.64)
n = Izz r˙ − Ixz (p˙− qr) + (Iyy − Ixx) pq (2.65)
Persamaan-persamaan tersebut merupakan persamaan
perubahan kecil di sekitar nilai kesetimbangan. Adapun
fungsi gangguan yang cukup dominan dalam analisis gerak
pesawat terbang adalah sebagai berikut [10]:
x = f (u,w, δe, δT )
y = f (v, p, r, δr)
z = f (u,w, w˙, q, δe, δT )
l = f (v, p, r, δr, δa)
m = f (u,w, w˙, q, δe, δT )
n = f (v, p, r, δr, δa)
Dengan menggunakan deret Taylor persamaan fungsi
gangguan gaya, sebagai berikut [10]:
x =
∂X
∂u
u+
∂X
∂w
w +
∂X
∂δe
δe +
∂X
∂δT
δT (2.66)
y =
∂Y
∂v
v +
∂Y
∂p
p+
∂Y
∂r
r +
∂Y
∂δr
δr (2.67)
z =
∂Z
∂u
u+
∂Z
∂w
w +
∂Z
∂w˙
w˙ +
∂Z
∂q
q +
∂Z
∂δe
δe
+
∂Z
∂δT
δT (2.68)
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dan untuk persamaan fungsi gangguan momen torsi, sebagai
berikut [10]:
l =
∂L
∂v
v +
∂L
∂p
p+
∂L
∂r
r +
∂L
∂δr
δr +
∂L
∂δa
δa (2.69)
m =
∂M
∂u
u+
∂M
∂w
w +
∂M
∂w˙
w˙ +
∂M
∂q
q +
∂M
∂δe
δe
+
∂M
∂δT
δT (2.70)
n =
∂N
∂v
v +
∂N
∂p
p+
∂N
∂r
r +
∂N
∂δr
δr +
∂N
∂δa
δa (2.71)
Subtitusi persamaan 2.60 - 2.62 ke persamaan 2.66 - 2.68
sehingga diperoleh
m (u˙+W0q + qw − rv + gθ cos Θ0) = ∂X
∂u
u+
∂X
∂w
w +
∂X
∂δe
δe
+
∂X
∂δT
δT (2.72)
m (v˙ + U0r + ru−W0p− pw − g (φ cos Θ0 − θφ sin Θ0)) =
∂Y
∂v
v +
∂Y
∂p
p+
∂Y
∂r
r +
∂Y
∂δr
δr (2.73)
m (w˙ + pv − U0q − qu+ gθ sin Θ0) = ∂Z
∂u
u+
∂Z
∂w
w +
∂Z
∂w˙
w˙
+
∂Z
∂q
q +
∂Z
∂δe
δe +
∂Z
∂δT
δT (2.74)
Subtitusi persamaan 2.63 - 2.65 ke persamaan 2.69 - 2.71
Ixxp˙− Ixz (r˙ + pq) + (Izz − Iyy) qr = ∂L
∂v
v
+
∂L
∂p
p+
∂L
∂r
r +
∂L
∂δr
δr +
∂L
∂δa
δa (2.75)
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Iyy q˙ + Ixz
(
p2 − r2)+ (Ixx − Izz) pr = ∂M
∂u
u
+
∂M
∂w
w +
∂M
∂w˙
w˙ +
∂M
∂q
q +
∂M
∂δe
δe +
∂M
∂δT
δT (2.76)
Izz r˙ − Ixz (p˙− qr) + (Iyy − Ixx) pq = ∂N
∂v
v
+
∂N
∂p
p+
∂N
∂r
r +
∂N
∂δr
δr +
∂N
∂δa
δa (2.77)
Persamaan 2.72 - 2.74 dapat ditulis menjadi
u˙ =
1
m
∂X
∂u
u+
1
m
∂X
∂w
w +
1
m
∂X
∂δe
δe +
1
m
∂X
∂δT
δT
−W0q − qw + rv − gθ cos Θ0 (2.78)
v˙ =
1
m
∂Y
∂v
v +
1
m
∂Y
∂p
p+
1
m
∂Y
∂r
r +
1
m
∂Y
∂δr
δr − U0r − ru
+W0p+ pw + g (φ cos Θ0 − θφ sin Θ0) (2.79)
w˙ =
1
m
∂Z
∂u
u+
1
m
∂Z
∂w
w +
1
m
∂Z
∂w˙
w˙ +
1
m
∂Z
∂q
q +
1
m
∂Z
∂δe
δe
+
1
m
∂Z
∂δT
δT − pv + U0q + qu− gθ sin Θ0 (2.80)
Persamaan 2.75 - 2.77 dapat ditulis menjadi
p˙ =
1
Ixx
∂L
∂v
v +
1
Ixx
∂L
∂p
p+
1
Ixx
∂L
∂r
r +
1
Ixx
∂L
∂δr
δr +
1
Ixx
∂L
∂δa
δa
+
Ixz
Ixx
(r˙ + pq)− (Izz − Iyy)
Ixx
qr (2.81)
q˙ =
1
Iyy
∂M
∂u
u+
1
Iyy
∂M
∂w
w +
1
Iyy
∂M
∂w˙
w˙ +
1
Iyy
∂M
∂q
q +
1
Iyy
∂M
∂δe
δe
+
1
Iyy
∂M
∂δT
δT − Ixz
Iyy
(
p2 − r2)− (Ixx − Izz)
Iyy
pr (2.82)
r˙ = =
1
Izz
∂N
∂v
v +
1
Izz
∂N
∂p
p+
1
Izz
∂N
∂r
r +
1
Izz
∂N
∂δr
δr +
1
Izz
∂N
∂δa
δa
+
Ixz
Izz
(p˙− qr)− (Iyy − Ixx)
Izz
pq (2.83)
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Dengan mendefinisikan :
Xi =
1
m
∂X
∂i Li =
1
Ixx
∂L
∂i
Yi =
1
m
∂Y
∂i dan Mi =
1
Iyy
∂M
∂i
Zi =
1
m
∂Z
∂i Ni =
1
Izz
∂N
∂i
Sehingga persamaan 2.78 - 2.80 dan 2.81 - 2.83 menjadi
u˙ = Xuu+Xww +Xδeδe +XδT δT −W0q − qw
+rv − gθ cos Θ0
v˙ = Yvv + Ypp+ Yrr + Yδrδr − U0r − ru+W0p+ pw
+g (φ cos Θ0 − θφ sin Θ0)
w˙ = Zuu+ Zww + Zw˙w˙ + Zqq + Zδeδe + ZδT δT
−pv + U0q + qu− gθ sin Θ0
p˙ = Lvv + Lpp+ Lrr + Lδrδr + Lδaδa
+
Ixz
Ixx
(r˙ + pq)− (Izz − Iyy)
Ixx
qr
q˙ = Muu+Mww +Mw˙w˙ +Mqq +Mδeδe +MδT δT
−Ixz
Iyy
(
p2 − r2)− (Ixx − Izz)
Iyy
pr
r˙ = = Nvv +Npp+Nrr +Nδrδr +Nδaδa
+
Ixz
Izz
(p˙− qr)− (Iyy − Ixx)
Izz
pq
2.2.5 Persamaan Gerak Longitudinal Pesawat
Terbang
Gerak longitudinal pesawat terbang adalah gerak
sepanjang sumbu x dimana sudut pitch dikontrol oleh
defleksi elevator dan defleksi throttle. Pada persamaan gerak
longitudinal pesawat terbang, parameter Zqq, Zw˙w˙ diabaikan
karena tidak berpengaruh signifakan terhadap respon pesawat
terbang pada gerak longitudinal [10]. Dan untuk sumbu
kestabilan pada saat kondisi setimbang sumbu x terhadap CG
29
center of gravity merupakan sumbu longitudinal dari pesawat
terbang sehingga mengakibatkan W0 = 0. Dan juga karena
sudut pitch pada saat setimbang (Θ0) relatif kecil, dimana
Θ0 ≈ 0, maka cos Θ0 = 1 dan sin Θ0 = 0.
Pada gerak longitudinal merupakan gerak yang diperoleh
dari gaya-gaya yang bekerja pada bidang xz. Gerak
longitudinal dipengaruhi oleh kecepatan translasi ke depan,
kecepatan translasi ke atas, kecepatan sudut pitch.
Sehingga persamaan gerak longitudinal pesawat terbang,
sebagai berikut :
u˙ = Xuu+Xww +Xδeδe +XδT δT − qw + rv − gθ
w˙ = Zuu+ Zww + Zδeδe + ZδT δT − pv + U0q + qu
q˙ = Muu+Mww +Mw˙w˙ +Mqq +Mδeδe +MδT δT
−Ixz
Iyy
(
p2 − r2)− (Ixx − Izz)
Iyy
pr (2.84)
Untuk parameter-parameter rv, p2, r2, pr merupakan
persamaan pada gerak transversal pesawat terbang sehingga
parameter-parameter tersebut diabaikan.
Sehingga persamaan 2.84 menjadi
u˙ = Xuu+Xww − wq − gθ +Xδeδe +XδT δT
w˙ = Zuu+ Zww + U0q + qu+ Zδeδe + ZδT δT
q˙ = Muu+Mww +Mw˙w˙ +Mqq +Mδeδe +MδT δT
Dan untuk memenuhi persamaan gerak longitudinal pesawat
terbang, dengan menambahkan variabel sudut pitch (θ).
Maka persamaan gerak longitudinal pesawat terbang
dipengaruhi oleh kecepatan translasi ke depan, kecepatan
translasi ke atas, kecepatan sudut pitch dan sudut pitch.
Sehingga persamaan gerak longitudinal pesawat terbang
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menjadi sebagai berikut :
u˙ = Xuu+Xww − wq − gθ +Xδeδe +XδT δT
w˙ = Zuu+ Zww + U0q + qu+ Zδeδe + ZδT δT
q˙ = Muu+Mww +Mw˙w˙ +Mqq +Mδeδe +MδT δT
θ˙ = q (2.85)
Dan dapat ditulis menjadi
q˙ = Muu+Mww +Mw˙
(
Zuu+ Zww + U0q + qu
+Zδeδe + ZδT δT
)
+Mqq +Mδeδe +MδT δT
= (Mu +Mw˙Zu)u+ (Mw +Mw˙Zw)w + (Mq +Mw˙U0) q
+Mw˙qu+ (Mδe +Mw˙Zδe) δe + (MδT +Mw˙ZδT ) δT
Sehingga persamaan 2.85 menjadi
u˙ = Xuu+Xww − wq − gθ +Xδeδe +XδT δT
w˙ = Zuu+ Zww + U0q + qu+ Zδeδe + ZδT δT
q˙ = (Mu +Mw˙Zu)u+ (Mw +Mw˙Zw)w + (Mq +Mw˙U0) q
+Mw˙qu+ (Mδe +Mw˙Zδe) δe + (MδT +Mw˙ZδT ) δT
θ˙ = q (2.86)
2.3 Fuzzy Kalman Filter
2.3.1 Sistem Fuzzy
Lotfi A. Zadeh (1965) merupakan orang pertama kali
yang memperkenalkan teori himpunan Fuzzy sebagai bentuk
permasalahan dalam hal ketidakpastian. Teori Fuzzy dapat
digunakan untuk mengkontruksi hubungan nonlinear dengan
informasi heuristik. Dalam konteks Fuzzy, himpunan crisp
didefinisikan sebagai himpunan yang memiliki elemen-elemen
yang pasti dan dapat dibedakan. Lotfi A. Zadeh menulis
” Konsep dari himpunan Fuzzy memberikan titik mudah
keberangkatan untuk mengkonstruksi suatu kerangka kerja
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konseptual yang sejajar dengan berbagai aspek kerangka
yang digunakan dalam hal himpunan biasa, namun lebih
umum daripada sebelumnya serta berpotensi, bisa terbukti
memiliki ruang lengkap yang lebih luas dari penerapan,
khususnya di bidang klasifikasi pola dan pengolahan informasi.
Pada dasarnya, kerangka tersebut menyediakan cara alami
menangani masalah yang menjadi sumber ketidaktepatan
adalah belum adanya kriteria yang didefinisikan secara tajam
dari kelas keanggotaan bukan pada adanya variabel acak”.
Sistem inferensi Fuzzy merupakan suatu bentuk kerangka
yang menganut aturan pada teori himpunan Fuzzy. Dimana
aturan dasar sistem inferensi Fuzzy yaitu berbentuk IF-
THEN. Dengan demikian, jika kondisi ”Diberikan”, maka
kesimpulannya adalah ”Tersirat”. Salah satu metode
sistem inferensi Fuzzy yaitu metode Sugeno. Metode ini
diperkenalkan pertama kali oleh Michio Sugeno. Adapun
tahapan-tahapan metode Sugeno sebagai berikut [14]:
• Fuzzifikasi
Proses fuzzifikasi merupakan tahap membentuk
himpunan Fuzzy pada variabel-variabel Fuzzy dan
menentukan fungsi keanggotaan.
• Aturan Dasar
Aturan dasar logika Fuzzy untuk sistem inferensi Fuzzy
Sugeno adalah
if((x1isA1)AND(x2isA2))...AND(xnisAn))
THEN(c = p1 ∗ x1 + p2 ∗ x2 + ...+ pn ∗ xn/q)
• Defuzzifikasi
Proses defuzzifikasi merupakan tahap untuk bobot rata-
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rata yang dihitung dengan cara :
C∗ =
∑R
r=1 αrcr∑R
r=1 αr
dimana cr adalah output pada aturan dasar ke-r, αr
merupakan himpunan-himpunan dari kombinasi fungsi
keanggotan dari variabel-variabel Fuzzy.
2.3.2 Fungsi Keanggotaan
Untuk himpunan fuzzy, fungsi karakteristik
memungkinkan berbagai tingkatan keanggotaan untuk
elemen dari himpunan.
Definisi 2.1 [7]:
Jika X adalah kumpulan dari objek-objek secara umum
dilambangkan oleh x maka himpunan Fuzzy A˜ dalam X
adalah himpunan pasangan yang berurutan :
A˜ =
{(
x, µA˜(x)
) | x ∈ X}
µA˜(x) disebut sebagai fungsi keanggotaan (membership
function) atau kelas keanggotaan (tingkat kompabilitas atau
tingkat kebenaran) dari x di A˜ yang dipetakan ke ruang
keanggotaan. Hasil fungsi keanggotaan merupakan himpunan
bagian dari bilangan real tak negatif yang supremum terbatas.
Fungsi keanggotaan (membership function) adalah suatu
fungsi yang menunjukkan titik-titik input data ke dalam
derajat keanggotaan. Representasi fungsi keanggotaan yang
digunakan oleh Hasnawati Mahmuri (2011) yaitu representasi
linear. Pada representasi linear, pemetaan input ke
dalam derajat keanggotaannya digambarkan sebagai suatu
garis lurus. Terdapat dua kondisi himpunan Fuzzy pada
representasi linear [4],[9].
• Linear Naik
Representasi linear naik menggambarkan bahwa nilai
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domain yang memiliki derajat keanggotaan nol bergerak
ke kanan menuju ke nilai domain yang memiliki derajat
keanggotaan lebih tinggi.
Fungsi Keanggotaan :
Gambar 2.4: Linear Naik
µx =

0 ;x < a
x−a
b−a ; a ≤ x ≤ b
1 ;x > b
• Linear Turun
Representasi linear turun menggambarkan bahwa nilai
domain yang memiliki derajat keanggotaan tertinggi
pada sisi kiri dan bergerak menurun ke kanan menuju
ke nilai domain yang memiliki derajat keanggotaan lebih
rendah.
Fingsi Keanggotaan :
µx =
{
b−x
b−a ; a ≤ x ≤ b
0 ;x > b
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Gambar 2.5: Linear Turun
2.3.3 Fuzzifikasi
Fuzzifikasi adalah proses pembuatan kuantitas Fuzzy.
Jika bentuk ketidakpastian yang terjadi muncul karena
ketidaktepatan, maka variabel Fuzzy dapat diwakili oleh suatu
fungsi keanggotaan.
Diberikan sistem model dinamik, sebagai berikut [8]:
xk+1 = Akxk +Bxux +Gkwk
zk = Hkxk + vk
Dengan xk ∈ Rn dan zk ∈ Rn, masing-masing model sistem
keadaan dan model pengukuran. Fuzzy yang sesuai dengan
matriks Ak, Bk, Gk dan Hk tersebut kemudian diberikan oleh
:
Aif =
{
apq ∈ A | apq mempunyai fungsi keanggotaan µiA(.)
}
Bif =
{
bpq ∈ B | bpq mempunyai fungsi keanggotaan µiB(.)
}
Gif =
{
gpq ∈ G | gpq mempunyai fungsi keanggotaan µiG(.)
}
H if =
{
hpq ∈ H | hpq mempunyai fungsi keanggotaan µiH(.)
}
Dimana µiA(.), µ
i
B(.), µ
i
G(.) dan µ
i
H(.) merupakan dalam fase
aturan dasar logika Fuzzy [11].
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2.3.4 Aturan Dasar Logika Fuzzy
Untuk menggambarkan aturan dasar logika Fuzzy IF-
THEN, xk+1 = Axk, dimana dalam kasus ini A merupakan
interval skalar. Pada kasus non Fuzzy, ketika datum, a, akan
masuk ke dalam interval A, sehingga diperoleh xk+1 = axk.
Jika terdapat fungsi keanggotaan sebanyak n yang terdefinisi
pada interval A, maka datum a mempunyai nilai keanggotaan
sebanyak n pula yaitu : µ1A(a), µ
2
A(a), ..., µ
n
A(a). Semua
nilai keanggotaan tersebut diperoleh sesuai kondisi parameter
yang ada ketika (minimum dan maksimum). Sehingga
misalkan mempunyai fungsi keanggotaan µiA(a) yang sesuai
dengan hasil perhitungan xik+1 maka bergantung dari keadaan
sebelumnya dapat dinyatakan sebagai berikut [11]:
xik+1 = µ
i
A(a)axk
dengan xk merupakan langkah sebelumnya. Secara umum,
aturan dasar logika Fuzzy IF-THEN diberikan secara simbolis
sebagai berikut [10]:
Rule : IF a is Ai THEN x
i
k+1 = µ
i
A(a)axk
Dengan a adalah Ai singkatan dari a yang dimiliki oleh A dan
memiliki nilai keangotaan µiA(a) dimana i = 1, 2, ..., n.
2.3.5 Defuzzifikasi
Deffuzifikasi merupakan suatu proses filter untuk
memperoleh hasil akhir estimasi yang terbaik. Defuzzifikasi
dapat diartikan sebagai proses perubahan yang disajikan
dalam bentuk himpunan-himpunan Fuzzy berdasarkan sesuai
fungsi keanggotaannya untuk mendapatkan suatu nilai.
Proses defuzzifikasi terbentuk berdasarkan aturan dasar
(rule) yang mempunyai fungsi keanggotan masing-masing,
sehingga menjadi himpunan-himpunan Fuzzy yang akan
digunakan sebagai acuan untuk memperoleh nilai hasil
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estimasi. Sesuai prosedur standar defuzzifikasi, maka hasil
akhir dari fase output dihitung menggunakan rumus bobot
rata-rata, sebagai berikut [11]:
xk+1 =
ρ1x1k+1 + ρ
2x2k+1 + ...+ ρ
nxnk+1
ρ1 + ρ2 + ...+ ρn
(2.87)
dimana bobot ρi (i = 1, 2, ..., n) ditentukan sesuai aturan,
dengan nilai keanggotaan dari input yang sesuai yaitu ρi =
µiA(a) dimana i = 1, 2, ..., n untuk menilai dengan kriteria
optimal. Proses defuzzifikasi akan menghasilkan suatu hasil
estimasi yang tunggal pada setiap waktu.
2.3.6 Kalman Filter
Kalman filter merupakan suatu estimator sistem dinamik
linear. Kalman filter mampu mengestimasi variabel keadaan
dinamik dari sistem dengan dua tahapan yaitu tahap prediksi
dan tahap koreksi. Tahap prediksi (time update)merupakan
tahap estimasi dari sistem model dinamik, sedangkan tahap
koreksi (measurement update) merupakan tahap estimasi dari
model pengukuran. Algoritma Kalman Filter waktu diskrit
ditulis sebagai berikut [8]:
Model sistem dan model pengukuran :
xk+1 = Akxk +Bkuk +Gkwk (2.88)
zk = Hkxk + vk (2.89)
x0 ∼ N (x¯0, Px0) , wk ∼ N (0, Qk) , vk ∼ N (0, Rk)
Asumsi :
{wk} dan {vk} adalah proses white noise yang tidak
berkorelasi dengan x0 dan yang lainnya. Rk > 0.
Inisialisasi :
P0 = Px0 , xˆ0 = x¯0
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Tahap prediksi (Time Update) :
kovarian error : Pk¯+1 = AkPkA
T
k +GkQkG
T
k
estimasi : xˆk¯+1 = Akxˆk +Bkuk
Tahap koreksi (Measurement Update) :
kalman gain : Kk+1 = Pk¯+1H
T
k+1
(
Hk+1Pk¯+1H
T
k+1 +Rk+1
)−1
kovarian error : Pk+1 = (I −Kk+1Hk+1)Pk¯+1
estimasi : xˆk+1 = xˆk¯+1 +Kk+1
(
zk+1 −Hk+1xˆk¯+1
)
2.3.7 Algoritma Fuzzy Kalman Filter
Metode kombinasi Logika Fuzzy dan Kalman Filter
merupakan suatu metode yang telah diimplementasikan di
berbagai permasalahan. Berdasarkan penelitian sebelumnya,
kombinasi Logika Fuzzy dan Kalman Filter telah memberikan
hasil estimasi yang lebih akurat daripada hanya menggunakan
estimator Kalman Filter. Kombinasi ini disebut Fuzzy
Kalman Filter.
Algoritma Fuzzy Kalman Filter penerapannya hampir
sama dengan algoritma Kalman Filter. Namun, dalam
algoritma Fuzzy Kalman Filter terdapat sebuah aturan
(rule). Sesuai proses fuzzifikasi dengan aturan dasar logika
Fuzzy dan dilakukan proses defuzzifikasi untuk memperoleh
hasil akhir estimasi dengan fungsi bobot, sehingga algoritma
Fuzzy Kalman Filter dapat ditulis sebagai berikut :
Model sistem dan model pengukuran [11]:
xik+1 = A
i
kxk +B
i
kuk +G
i
kwk
zik = H
i
kxk + vk
Dengan i adalah rule ke-i = 1, 2, ..., n
x0 ∼ N (x¯0, Px0) , wk ∼ N (0, Qk) , vk ∼ N (0, Rk)
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Asumsi :
{wk} dan {vk} adalah proses white noise yang tidak
berkorelasi dengan x0 dan yang lainnya. Rk > 0.
Inisialisasi :
P0 = Px0 , xˆ0 = x¯0
Tahap prediksi (Time Update) :
kovarian error : P ¯i,k+1 = A
i
kPi,k(A
i
k)
T +GikQi,k(G
i
k)
T
estimasi : xˆ ¯i,k+1 = A
i
kxˆi,k +B
i
kui,k
Tahap koreksi (Measurement Update) :
kalman gain : Ki,k+1 = P ¯i,k+1(H
i
k+1)
T(
H ik+1P ¯i,k+1(H
i
k+1)
T +Ri,k+1
)−1
kovarian error : Pi,k+1 =
(
I −Ki,k+1H ik+1
)
P ¯i,k+1
estimasi : xˆi,k+1 = xˆ ¯i,k+1 +Ki,k+1
(
zk+1 −H ik+1xˆ ¯i,k+1
)
BAB III
METODE PENELITIAN
Pada bab ini diuraikan tahapan-tahapan sistematis yang
dilakukan dalam proses pengerjaan Tugas Akhir. Tahapan
penelitian dalam Tugas Akhir ini terdiri atas empat tahap,
yaitu studi literatur; mengkaji model gerak pesawat terbang,
sistem Fuzzy dan Kalman Filter; implementasi metode;
simulasi dan pembahasan; penarikan kesimpulan; pembuatan
laporan tugas akhir.
3.1 Studi Literatur
Pada tahap ini dilakukan studi referensi tentang model
gerak longitudinal pesawat terbang, fuzzifikasi, fungsi
keanggotaan, defuzzifikasi, Algoritma Kalman Filter dan
Fuzzy Kalman Filter. Referensi yang digunakan adalah buku-
buku, skripsi, thesis dan paper-paper dalam jurnal ilmiah
yang berkaitan dengan topik pada Tugas Akhir ini.
3.2 Mengkaji model gerak pesawat terbang, sistem
Fuzzy dan Kalman Filter
Pada tahap ini akan dilakukan pengkajian mengenai model
gerak longitudinal pesawat terbang. Model gerak pesawat
terbang merupakan model nonlinear dan akan dibentuk
model state space yang selanjutnya dilakukan pendiskritan.
Selanjutnya akan dilakukan pengkajian mengenai sistem
Fuzzy diantaranya fungsi keanggotaan yang digunakan
untuk menentukan variabel-variabel pada saat minimum dan
maksimum dalam gerak pesawat terbang, proses fuzzifikasi
untuk menerapkan fungsi keanggotaan pada sistem model
gerak pesawat terbang, aturan dasar logika Fuzzy dan proses
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defuzzifikasi untuk mendapatkan hasil estimasi. Selanjutnya
akan dilakukan pengkajian mengenai algoritma Kalman Filter
dan penerapan Fuzzy Kalman Filter dengan menentukan
defuzzifkasi untuk keluaran estimasi.
3.3 Implementasi Metode
Pada tahap ini dilakukan implementasi model gerak
pesawat terbang dengan metode Kalman Filter dan Fuzzy
Kalman Filter.
3.3.1 Implementasi Kalman Filter
Metode Kalman Filter digunakan untuk sistem model
linear. Adapun langkah-langkah yang dilakukan untuk
estimasi gerak pesawat terbang dengan menggunakan metode
Kalman Filter adalah sebagai berikut :
(a) Menentukan Model Sistem dan Model Pengukuran
Berdasarkan persamaan 2.88 - 2.89 diperoleh model
sistem dan model pengukuran sebagai berikut:
xk+1 = Akxk +Bkuk +Gkwk
zk = Hkxk + vk
wk ∼ N(0, Qk) dan vk ∼ N(0, Rk)
dengan x = [u,w, q, θ]T
(b) Pelinearan
Model gerak longitudinal pesawat terbang merupakan
model nonlinear sehingga dilakukan proses pelinearan
dengan menggunakan Metode Jacobian yaitu :
J =

∂x1
∂u
∂x1
∂w
∂x1
∂q
∂x1
∂θ
∂x2
∂u
∂x2
∂w
∂x2
∂q
∂x2
∂θ
∂x3
∂u
∂x3
∂w
∂x3
∂q
∂x3
∂θ
∂x4
∂u
∂x4
∂w
∂x4
∂q
∂x4
∂θ

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(c) Pendiskritan
Metode Kalman Filter yang digunakan yaitu algoritma
Kalman Filter waktu diskrit (Discrete-Time Kalman
Filter). Oleh karena itu, model gerak longitudinal
pesawat terbang didiskritisasi dengan menggunakan
metode Beda Hingga Maju karena diprediksi satu
langkah ke depan yaitu :
x˙ =
dx
dt
≈ xk+1 − xk
∆t
(d) Tahap Prediksi
Pada tahap prediksi ini menghitung kovarian error dan
estimasi pada model sistem.
(e) Tahap Koreksi
Pada tahap koreksi ini menghitung Kalman Gain,
kovarian error pada model pengukuran kemudian
diperoleh hasil estimasi. Pada tahap ini, perhitungan
dikatakan bagus jika nilai kovarian errornya semakin
kecil. Dan juga perhitungan dikatakan bagus jika nilai
errornya semakin kecil pula.
3.3.2 Implementasi Fuzzy Kalman Filter
Metode Fuzzy Kalman Filter yang digunakan pada sistem
model linear dalam waktu diskrit. Adapun langkah-langkah
yang dilakukan untuk estimasi gerak pesawat terbang dengan
menggunakan algoritma Fuzzy Kalman Filter adalah sebagai
berikut :
(a) Menentukan Model Sistem dan Model Pengukuran
Berdasarkan persamaan 2.88 - 2.89 diperoleh model
sistem dan model pengukuran sebagai berikut:
xk+1 = Akxk +Bkuk +Gkwk
zk = Hkxk + vk
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wk ∼ N(0, Qk) dan vk ∼ N(0, Rk)
dengan x = [u,w, q, θ]T .
(b) Pendiskritan
Penerapan metode Fuzzy Kalman Filter yang digunakan
sama dengan algoritma Kalman Filter yaitu dalam
waktu diskrit. Oleh karena itu, model gerak longitudinal
pesawat terbang didiskritisasi dengan menggunakan
metode Beda Hingga Maju karena diprediksi satu
langkah ke depan yaitu :
x˙ =
dx
dt
≈ xk+1 − xk
∆t
(c) Proses Fuzzifikasi
Pada tahap ini merupakan proses fuzzifikasi untuk
menentukan fungsi keanggotaan dari masing-masing
variabel Fuzzy. Fungsi keanggotaan yang diterapkan
menggunakan fungsi keanggotaan linear yaitu pada saat
maksimum dan minimum.
– Jika variabel minimum, maka fungsi
keanggotaannya yaitu
µx1 =
(x− x−)
(x+ − x−)
– Jika variabel maksimum, maka fungsi
keanggotaannya yaitu
µx2 =
(x+ − x)
(x+ − x−)
(d) Menentukan Aturan Dasar Logika Fuzzy
Pada tahap ini, aturan dasar logika Fuzzy diperoleh dari
kombinasi dari variabel-variabel minimum dan variabel-
variabel maksimum.
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(e) Penerapan Kalman Filter
Pada tahap ini dilakukan estimasi dengan metode
Kalman Filter waktu diskrit dengan catatan model
sistem dan model pengukuran didapatkan melalui proses
fuzzifikasi dan aturan dasar logika Fuzzy.
(f) Proses Defuzzifikasi
Pada tahap ini merupakan proses filter untuk
memperoleh hasil estimasi yang terbaik. Rumus bobot
yang diperoleh berdasarkan himpunan-himpunan Fuzzy
yang terbentuk dari kombinasi fungsi keanggotaan
dari variabel-variabel Fuzzy sesuai aturan dasar.
Setiap himpunan Fuzzy tersebut dikalikan dengan hasil
estimasi pada tahap koreksi sesuai aturan. Sehingga
rumus bobot tersebut diperoleh dari jumlah dari setiap
himpunan Fuzzy yang dikalikan dengan hasil estimasi
masing-masing kemudian dibagi dengan jumlah dari
himpunan-himpunan Fuzzy.
xk+1 =
ρ1x1k+1 + ρ
2x2k+1 + ...+ ρ
nxnk+1
ρ1 + ρ2 + ...+ ρn
dimana i = 1, 2, ..., n.
3.4 Simulasi dan Pembahasan
Pada tahap ini dilakukan penerapan model gerak pesawat
terbang dengan algoritma Kalman Filter dan Fuzzy Kalman
Filter. Selanjutnya dilakukan simulasi dengan menggunakan
software MATLAB untuk mengetahui hasil estimasi dari
metode Kalman Filter dan Fuzzy Kalman Filter. Selain itu,
akan dilakukan juga optimal smoothing.
3.5 Penarikan Kesimpulan dan Saran
Pada tahap ini dilakukan penarikan kesimpulan
berdasarkan hasil simulasi dan pembahasan pada tahap
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sebelumnya. Selanjutnya dari hasil kesimpulan-kesimpulan
yang terjadi diberikan saran untuk penelitian selanjutnya.
3.6 Pembuatan Laporan Tugas Akhir
Pada tahap ini dilakukan pembuatan laporan Tugas Akhir
setelah melakukan simulasi dan menjawab permasalahan yang
ada pada topik Tugas Akhir.
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Gambar 3.1: Diagram Alur Penelitian
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Gambar 3.2: Diagram Alur Kalman Filter
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Gambar 3.3: Diagram Alur Fuzzy Kalman Filter
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Gambar 3.4: Diagram Alur Optimal Smoothing Kalman
Filter
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Gambar 3.5: Diagram Alur Optimal Smoothing Fuzzy
Kalman Filter
”Halaman ini sengaja dikosongkan.”
BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN
Pada bab ini dibahas mengenai estimasi optimal pada
gerak longitudinal pesawat terbang. Pembahasan diawali
dengan pembentukan model ruang keadaan (state space)
waktu diskrit stokastik. Selanjutnya dilakukan proses estimasi
dengan algoritma Kalman Filter. Dan juga dilakukan
pula proses estimasi dengan algoritma Fuzzy Kalman Filter.
Metode Fuzzy Kalman Filter dilakukan dengan melalui
proses fuzzifikasi, aturan dasar logika Fuzzy dan defuzzifikasi.
Setelah itu, melakukan simulasi dengan software MATLAB
untuk memperoleh tingkat keakurasian dari kedua algoritma
dan menganalisis hasil simulasi.
4.1 Persamaan Gerak Longitudinal Pesawat Terbang
Gerak longitudinal pesawat terbang terjadi akibat kerja
dari sayap elevator. Sayap elevator merupakan sayap belakang
pada pesawat terbang dimana prinsip kerjanya yaitu pada
sayap kanan dan kiri (elevator) akan naik atau turun
(pitching). Gerak longitudinal pesawat terbang dipengaruhi
oleh kecepatan translasi ke depan, kecepatan translasi ke atas,
kecepatan sudut pitch dan sudut pitch. Persamaan gerak
longitudinal yang diperoleh pada persamaan 2.86 yaitu:
u˙ = Xuu+Xww − wq − gθ +Xδeδe +XδT δT
w˙ = Zuu+ Zww + U0q + qu+ Zδeδe + ZδT δT
q˙ = (Mu +Mw˙Zu)u+ (Mw +Mw˙Zw)w + (Mq +Mw˙U0) q
+Mw˙qu+ (Mδe +Mw˙Zδe) δe + (MδT +Mw˙ZδT ) δT
θ˙ = q (4.1)
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Dengan memisalkan :
M˘u = Mu +Mw˙Zu M˘δe = Mδe +Mw˙Zδe
M˘w = Mw +Mw˙Zw M˘δT = MδT +Mw˙ZδT
M˘q = Mq +Mw˙U0
Sehingga diperoleh persamaan ruang keadaan waktu kontinu
yaitu
u˙
w˙
q˙
θ˙
 =

Xu Xw −w −g
Zu + q Zw U0 0
M˘u M˘w M˘q +Mw˙ u 0
0 0 1 0


u
w
q
θ

+

Xδe XδT
Zδe ZδT
M˘δe M˘δT
0 0
[δeδT
]
(4.2)
dan outputnya berdasarkan penelitian yang dirujuk, variabel
yang dapat diamati yaitu w, q, sehingga diperoleh
zk =
[
0 1 0 0
0 0 1 0
]
u
w
q
θ
 (4.3)
dimana
u : Kecepatan translasi ke depan
w : Kecepatan translasi ke atas
q : Kecepatan sudut pitch
θ : Sudut pitch
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4.1.1 Diskritisasi
Persamaan gerak longitudinal pesawat terbang tersebut
merupakan model sistem dinamik deterministik waktu
kontinu. Persamaan gerak longitudinal pesawat terbang
tersebut diubah menjadi bentuk model sistem dinamik waktu
diskrit. Berdasarkan persamaan 4.1 untuk memperoleh sistem
persamaan waktu diskrit dengan cara melakukan proses
pendiskritan dengan menggunakan metode beda hingga maju,
sebagai berikut :
u˙ =
du
dt
=
uk+1 − uk
∆t
; w˙ =
dw
dt
=
wk+1 − wk
∆t
q˙ =
dq
dt
=
qk+1 − qk
∆t
; θ˙ =
dθ
dt
=
θk+1 − θk
∆t
Sehingga persamaan 4.1 menjadi
uk+1 − uk
∆t
= Xuuk +Xwwk − wkqk − gθk +Xδeδek +XδT δTk
wk+1 − wk
∆t
= Zuuk + Zwwk + U0qk + qkuk + Zδeδek + ZδT δTk
qk+1 − qk
∆t
= M˘uuk + M˘wwk + M˘qqk +Mw˙qkuk + M˘δeδek + M˘δT δTk
θk+1 − θk
∆t
= qk (4.4)
Persamaan 4.4 dioperasikan sehingga bentuknya menjadi
uk+1 − uk = Xu∆t uk +Xw∆t wk −∆t wkqk − g∆t θk
+Xδe∆t δek +XδT ∆t δTk
wk+1 − wk = Zu∆t uk + Zw∆t wk + U0∆t qk + ∆t qkuk
+Zδe∆t δek + ZδT ∆t δTk
qk+1 − qk = M˘u∆t uk + M˘w∆t wk + M˘q∆t qk +Mw˙∆t
qkuk + M˘δe∆t δek + M˘δT ∆t δTk
θk+1 − θk = ∆t qk
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dan dapat ditulis menjadi
uk+1 = (Xu∆t+ 1) uk +Xw∆t wk −∆t wkqk − g∆t θk
+Xδe∆t δek +XδT ∆t δTk
wk+1 = Zu∆t uk + (Zw∆t+ 1) wk + U0∆t qk + ∆t qkuk
+Zδe∆t δek + ZδT ∆t δTk
qk+1 = M˘u∆t uk + M˘w∆t wk + (M˘q∆t+ 1) qk +Mw˙∆t
qkuk + M˘δe∆t δek + M˘δT ∆t δTk
θk+1 = ∆t qk + θk (4.5)
Pada persamaan 4.5 merupakan model gerak longitudinal
pesawat terbang waktu diskrit. Sehingga sistem model gerak
longitudinal pesawat terbang waktu diskrit dapat disajikan
dalam bentuk persamaan ruang keadaan (state space) yaitu
uk+1
wk+1
qk+1
θk+1
 =

Xu∆t+ 1 Xw∆t −∆t wk −g∆t
(Zu + qk)∆t Zw∆t+ 1 U0∆t 0
M˘u∆t M˘w∆t (M˘q +Mw˙uk)∆t+ 1 0
0 0 ∆t 1


uk
wk
qk
θk
+

Xδe∆t XδT ∆t
Zδe∆t ZδT ∆t
M˘δe∆t M˘δT ∆t
0 0
[δekδTk
]
(4.6)
dan outpunya juga memuat noise pengukuran, sehingga
diperoleh
zk =
[
0 1 0 0
0 0 1 0
]
uk
wk
qk
θk
 (4.7)
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4.1.2 Pembentukan Sistem Diskrit Stokastik
Model gerak longitudinal pesawat terbang pada
persamaan 4.5 merupakan sistem deterministik. Model
sistem deterministik dari gerak longitudinal pesawat terbang
tersebut mengabaikan adanya suatu noise. Noise-noise
tersebut dapat terjadi pada model sistem seperti kesalahan
dalam memodelkan dan juga noise dapat terjadi pada model
pengukuran seperti kesalahan dalam pengukuran. Meskipun
noise berukuran sangat kecil namun perlu diperhitungkan
adanya suatu noise. Sistem persamaan gerak longitudinal
pesawat terbang yang sebenarnya yaitu, maka persamaan 4.5
menjadi
uk+1 = (Xu∆t+ 1) uk +Xw∆t wk −∆t wkqk − g∆t θk
+Xδe∆t δek +XδT ∆t δTk + ξ1k
wk+1 = Zu∆t uk + (Zw∆t+ 1) wk + U0∆t qk + ∆t qkuk
+Zδe∆t δek + ZδT ∆t δTk + ξ1k
qk+1 = M˘u∆t uk + M˘w∆t wk + (M˘q∆t+ 1) qk +Mw˙∆t
qkuk + M˘δe∆t δek + M˘δT ∆t δTk + ξ2k
θk+1 = ∆t qk + θk + ξ3k (4.8)
Bentuk persamaan ruang keadaan dari sistem dinamik
stokastik diskrit [8] yaitu
xk+1 = Akxk +Bkuk +Gkwk
zk = Hkxk + vk
dimana wk adalah noise sistem dan vk adalah noise
pengukuran.
Atau dapat ditulis dalam bentuk penulisan lainnya yaitu
xk+1 = Akxk +Bkuk +Gkξk
zk = Hkxk + ηk
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Dan juga untuk ξk adalah noise sistem dan ηk adalah noise
pengukuran. Persamaan 4.8 dibentuk menjadi persamaan
ruang keadaan dengan sistem dinamik stokastik waktu diskrit
dari model gerak longitudinal pesawat terbang, sebagai
berikut :
uk+1
wk+1
qk+1
θk+1
 =

Xu∆t+ 1 Xw∆t −∆t wk −g∆t
(Zu + qk)∆t Zw∆t+ 1 U0∆t 0
M˘u∆t M˘w∆t (M˘q +Mw˙uk)∆t+ 1 0
0 0 ∆t 1


uk
wk
qk
θk
+

Xδe∆t XδT ∆t
Zδe∆t ZδT ∆t
M˘δe∆t M˘δT ∆t
0 0
[δekδTk
]
+

1 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1

ξ1kξ2k
ξ3k
 (4.9)
dan keluarannya
zk =
[
0 1 0 0
0 0 1 0
]
uk
wk
qk
θk
+ ηk (4.10)
Sehingga diperoleh
A =

Xu∆t+ 1 Xw∆t −∆t wk −g∆t
(Zu + qk)∆t Zw∆t+ 1 U0∆t 0
M˘u∆t M˘w∆t (M˘q +Mw˙uk)∆t+ 1 0
0 0 ∆t 1

B =

Xδe∆t XδT ∆t
Zδe∆t ZδT ∆t
M˘δe∆t M˘δT ∆t
0 0
 ; G =

1 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1
 ; H = [0 1 0 00 0 1 0
]
57
dengan
uk : Kecepatan translasi ke depan
wk : Kecepatan translasi ke atas
qk : Kecepatan sudut pitch
θk : Sudut pitch
Berdasarkan data hasil penelitian oleh Sukandi (2010)
diperoleh nilai parameter-parameter, sebagai berikut :
Tabel 4.1: Nilai parameter gerak longitudinal pesawat
terbang
Parameter Nilai Parameter Nilai
Xu 0.0002 Zδe −5.46
Xw 0.039 ZδT −1.5× 10−7
Xδe 0.44 M˘u 8.8× 10−5
XδT 3.434× 10−6 M˘w −0.002873
Zu −0.07 M˘q −0.439
Zw −0.317 M˘δe −1.1578
U0 27.78 M˘δT 6.701× 10−7
Mw˙ −0.0004
4.2 Implementasi Kalman Filter
Metode Kalman Filter yang digunakan untuk
mengestimasi gerak longitudinal pesawat terbang
membutuhkan sistem diskrit yang linear. Model gerak
longitudinal pesawat terbang pada persamaan 4.8 merupakan
sistem nonlinear. Bentuk model sistem dan model pengukuran
:
xk+1 = Akxk +Bkuk +Gkξk
zk = Hkxk + ηk
dengan xk = [u,w, q, θ]
T Sehingga untuk mendapatkan sistem
yang linear dengan menggunakan metode Jacobian. Dimana
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metode Jacobian ini untuk menentukan sistem persamaan
keadaan. Pada persamaan 4.5 dengan memisalkan, yaitu:
uk+1 = f1(uk, wk, qk, θk, δek , δeT )
wk+1 = f2(uk, wk, qk, θk, δek , δeT )
qk+1 = f3(uk, wk, qk, θk, δek , δeT )
θk+1 = f4(uk, wk, qk, θk, δek , δeT )
Sehingga diperoleh sistem keadaan dengan metode Jacobian
yaitu
Jx =

∂f1
∂uk
∂f1
∂wk
∂f1
∂qk
∂f1
∂θk
∂f2
∂uk
∂f2
∂wk
∂f2
∂qk
∂f2
∂θk
∂f3
∂uk
∂f3
∂wk
∂f3
∂qk
∂f3
∂θk
∂f4
∂uk
∂f4
∂wk
∂f4
∂qk
∂f4
∂θk
 ; Ju =

∂f1
∂δek
∂f1
∂δTk
∂f2
∂δek
∂f2
∂δTk
∂f3
∂δek
∂f3
∂δTk
∂f4
∂δek
∂f4
∂δTk

sehingga diperoleh
A =

Xu∆t+ 1 (Xw − qk)∆t −∆t wk −g∆t
(Zu + qk)∆t Zw∆t+ 1 (U0 + uk)∆t 0
(M˘u +Mw˙qk)∆t M˘w∆t (M˘q +Mw˙uk)∆t+ 1 0
0 0 ∆t 1

Langkah awal dari algoritma Kalman Filter membutuhkan
nilai awal dari variabel-variabel gerak longitudinal pesawat
terbang. Dimana variabel gerak longitudinal pesawat terbang
meliputi yaitu kecepatan translasi ke depan (u), kecepatan
translasi ke atas (w), kecepatan sudut pitch (q) dan sudut
pitch (θ).
x = [u,w, q, θ]T
Dan diberikan nilai awal yaitu
x0 = [u0, w0, q0, θ0]
T
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dimana kecepatan awal translasi ke depan (u0), kecepatan
awal translasi ke atas (w0), kecepatan sudut pitch awal (q0)
dan sudut pitch awal (θ0).
• model sistem dan model pengukuran
xk+1 = Axk +Buk +Gξk
zk = Hxk + ηk
x0 ∼ N (x¯0, Px0) , ξk ∼ N (0, Qk) , ηk ∼ N (0, Rk)
Dengan metode jacobian sehingga diperoleh sistem
diskrit linear.
Diperoleh model sistem :
uk+1
wk+1
qk+1
θk+1
 =

Xu∆t+ 1 (Xw − qk)∆t −∆t wk −g∆t
(Zu + qk)∆t Zw∆t+ 1 (U0 + uk)∆t 0
(M˘u +Mw˙qk)∆t M˘w∆t (M˘q +Mw˙uk)∆t+ 1 0
0 0 ∆t 1


uk
wk
qk
θk
+

Xδe∆t XδT ∆t
Zδe∆t ZδT ∆t
M˘δe∆t M˘δT ∆t
0 0
[δekδTk
]
+

1 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1

ξ1kξ2k
ξ3k

dan model pengukuran :
zk =
[
0 1 0 0
0 0 1 0
]
uk
wk
qk
θk
+ ηk
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• inisialisasi
Pada langkah ini diberikan inisialisasi awal untuk
estimasi awal (xˆ0) dan kovarian x (P0) yaitu
xˆ0 = x¯0 , P0 = Px0
dimana x¯0 = [u0, w0, q0, θ0]
T dan Px0 merupakan
matriks diagonal dengan ukuran 4× 4.
Px0 =

P1 0 0 0
0 P2 0 0
0 0 P3 0
0 0 0 P4

• tahap prediksi (time update)
Pada tahap prediksi dihitung kovarian error dan
estimasi melalui model sistem yaitu
kovarian error : Pk¯+1 = AkPkA
T
k +GkQkG
T
k
estimasi : xˆk¯+1 = Akxˆk +Bkuk
Dimana kovarian dari noise sistem (Qk) merupakan
matriks diagonal dengan ukuran 3× 3.
Qk =
Q1 0 00 Q2 0
0 0 Q3

• tahap koreksi (measurement update)
Pada tahap koreksi dihitung kalman gain, kovarian error
dan estimasi melalui model pengukuran yaitu
kalman gain : Kk+1 = Pk¯+1H
T
k+1(Hk+1Pk¯+1H
T
k+1 +Rk+1)
−1
kovarian error : Pk+1 = (I −Kk+1Hk+1)Pk¯+1
estimasi : xˆk+1 = xˆk¯+1 +Kk+1(zk+1 −Hk+1xˆk¯+1)
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Dimana zk merupakan data pengukuran yang bersifat
random. Data yang diukur yaitu kecepatan translasi
ke atas (w) dan kecepatan sudut pitch (q). Kovarian
dari noise pengukuran (Rk) merupakan matriks diagonal
dengan ukuran 2× 2.
Rk =
[
R1 0
0 R2
]
4.3 Implementasi Fuzzy Kalman Filter
Metode Fuzzy Kalman Filter merupakan metode
kombinasi dari Logika Fuzzy dan Kalman Filter. Metode
Fuzzy Kalman Filter yang digunakan melalui tahapan-
tahapan dari Logika Fuzzy dan selanjutnya di terapkan pada
algoritma Kalman Filter. Berikut ini adalah langkah-langkah
dari metode Fuzzy Kalman Filter, sebagai berikut :
4.3.1 Fuzzifikasi
Bentuk sistem persamaan yaitu :
xk+1 = Axk +Buk +Gξk
zk = Hxk + ηk
Berdasarkan persamaan 4.9 merupakan persamaan nonlinear.
Dan diperoleh bahwa dalam matriks A termuat variabel-
variabel gerak longitudinal pesawat terbang yaitu kecepatan
translasi ke depan (u), kecepatan translasi ke atas (w) dan
kecepatan sudut pitch (q). Dengan proses fuzzifikasi, variabel-
variabel gerak longitudinal pesawat terbang yang termuat
dalam sistem matriks A ditentukan pada interval masing-
masing, sebagai berikut :
u ∈ [u−, u+]
w ∈ [w−, w+]
q ∈ [q−, q+]
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artinya :
• u ∈ [u−, u+] yaitu
u− : kecepatan translasi ke depan minimum
u+ : kecepatan translasi ke depan maksimum
• w ∈ [w−, w+] yaitu
w− : kecepatan translasi ke atas minimum
w+ : kecepatan translasi ke atas maksimum
• q ∈ [q−, q+] yaitu
q− : kecepatan sudut pitch minimum
q+ : kecepatan sudut pitch maksimum
Sehingga fungsi keanggotaannya diperoleh sebagai berikut :
1. Untuk kecepatan translasi ke depan (u)
a. Jika u minimum :
µumin =
u− u−
u+ − u−
b. Jika u maksimum :
µumax =
u+ − u
u+ − u−
2. Untuk kecepatan translasi ke atas (w)
a. Jika w minimum :
µwmin =
w − w−
w+ − w−
b. Jika w maksimum :
µwmax =
w+ − w
w+ − w−
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3. Untuk kecepatan sudut pitch (q)
a. Jika q minimum :
µqmin =
q − q−
q+ − q−
b. Jika q maksimum :
µqmax =
q+ − q
q+ − q−
Berikut ini adalah diagram blok dari sistem Fuzzy untuk
model gerak longitudinal pesawat terbang:
Gambar 4.1: Diagram Blok Fuzzy untuk Model Gerak
Longitudinal Pesawat Terbang
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4.3.2 Aturan Dasar Logika Fuzzy
Variabel-variabel gerak longitudinal pesawat terbang
terdapat tiga variabel yang difuzzikan yaitu u,w, q.
Berdasarkan fungsi keanggotaan yang diperoleh sebelumnya
sehingga terdapat 2n aturan. Dimana n merupakan
banyaknya variabel yang difuzzikan. Sehingga diperoleh 8
aturan. Sesuai aturan dasar logika Fuzzy, yaitu :
rule i : IF ... THEN ...
maka :
rule 1 : IF u is u− and w is w− and q is q− THEN A1
rule 2 : IF u is u− and w is w− and q is q+ THEN A2
rule 3 : IF u is u− and w is w+ and q is q− THEN A3
rule 4 : IF u is u− and w is w+ and q is q+ THEN A4
rule 5 : IF u is u+ and w is w− and q is q− THEN A5
rule 6 : IF u is u+ and w is w− and q is q+ THEN A6
rule 7 : IF u is u+ and w is w+ and q is q− THEN A7
rule 8 : IF u is u+ and w is w+ and q is q+ THEN A8
4.3.3 Algoritma Fuzzy Kalman Filter
Algoritma Fuzzy Kalman Filter merupakan penerapan
dari algoritma Kalman Filter dengan proses fuzzifikasi sesuai
aturan dasar logika Fuzzy. Berdasarkan proses fuzzifikasi
dan aturan dasar logika Fuzzy, sistem gerak longitudinal
pesawat terbang diperoleh terdapat 8 aturan yang akan
diterapkan pada algoritma Fuzzy Kalman Filter. Berikut
adalah algoritma Fuzzy Kalman Filter :
1. Rule ke-1 :
Diperoleh bahwa
A1 =

Xu∆t+ 1 Xw∆t −∆t w− −g∆t
(Zu + q
−)∆t Zw∆t+ 1 U0∆t 0
M˘u∆t M˘w∆t (M˘q +Mw˙u
−)∆t+ 1 0
0 0 ∆t 1

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• model sistem dan model pengukuran
x1k+1 = A
1
kxk +Bkuk +Gkξk
zk = Hkxk + ηk
x0 ∼ N (x¯0, Px0) , ξk ∼ N (0, Qk) , ηk ∼ N (0, Rk)
• inisialisasi
Diberikan inisialisasi awal, yaitu :
xˆ0 = x¯0 , P0 = Px0
dimana x¯0 = [u0, w0, q0, θ0]
T dan Px0 merupakan
matriks diagonal dengan ukuran 4× 4.
Px0 =

P1 0 0 0
0 P2 0 0
0 0 P3 0
0 0 0 P4

• tahap prediksi (time update)
Pada tahap prediksi dihitung kovarian error dan
estimasi melalui model sistem yaitu
kovarian error : P 1
k¯+1
= A1kPk(A
1
k)
T +GkQkG
T
k
estimasi : xˆ1
k¯+1
= A1kxˆk +Bkuk
Dimana kovarian dari noise sistem (Qk) merupakan
matriks diagonal dengan ukuran 3× 3.
Qk =
Q1 0 00 Q2 0
0 0 Q3

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• tahap koreksi (measurement update)
Pada tahap koreksi dihitung kalman gain, kovarian error
dan estimasi melalui model pengukuran yaitu
kalman gain : K1k+1 = P
1
k¯+1
HTk+1(Hk+1P
1
k¯+1
HTk+1 +Rk+1)
−1
kovarian error : P 1k+1 = (I −K1k+1Hk+1)P 1k¯+1
estimasi : xˆ1k+1 = xˆ
1
k¯+1
+K1k+1(zk+1 −Hk+1xˆ1k¯+1)
Dimana kovarian dari noise pengukuran (Rk)
merupakan matriks diagonal dengan ukuran 2× 2.
Rk =
[
R1 0
0 R2
]
2. Rule ke-2 :
Diperoleh bahwa
A2 =

Xu∆t+ 1 Xw∆t −∆t w− −g∆t
(Zu + q
+)∆t Zw∆t+ 1 U0∆t 0
M˘u∆t M˘w∆t (M˘q +Mw˙u
−)∆t+ 1 0
0 0 ∆t 1

• model sistem dan model pengukuran
x2k+1 = A
2
kxk +Bkuk +Gkξk
zk = Hkxk + ηk
x0 ∼ N (x¯0, Px0) , ξk ∼ N (0, Qk) , ηk ∼ N (0, Rk)
• inisialisasi
Diberikan inisialisasi awal, yaitu :
xˆ0 = x¯0 , P0 = Px0
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dimana x¯0 = [u0, w0, q0, θ0]
T dan Px0 merupakan
matriks diagonal dengan ukuran 4× 4.
Px0 =

P1 0 0 0
0 P2 0 0
0 0 P3 0
0 0 0 P4

• tahap prediksi (time update)
Pada tahap prediksi dihitung kovarian error dan
estimasi melalui model sistem yaitu
kovarian error : P 2
k¯+1
= A2kPk(A
2
k)
T +GkQkG
T
k
estimasi : xˆ2
k¯+1
= A2kxˆk +Bkuk
Dimana kovarian dari noise sistem (Qk) merupakan
matriks diagonal dengan ukuran 3× 3.
Qk =
Q1 0 00 Q2 0
0 0 Q3

• tahap koreksi (measurement update)
Pada tahap koreksi dihitung kalman gain, kovarian error
dan estimasi melalui model pengukuran yaitu
kalman gain : K2k+1 = P
2
k¯+1
HTk+1(Hk+1P
2
k¯+1
HTk+1 +Rk+1)
−1
kovarian error : P 2k+1 = (I −K2k+1Hk+1)P 2k¯+1
estimasi : xˆ2k+1 = xˆ
2
k¯+1
+K2k+1(zk+1 −Hk+1xˆ2k¯+1)
Dimana kovarian dari noise pengukuran (Rk)
merupakan matriks diagonal dengan ukuran 2× 2.
Rk =
[
R1 0
0 R2
]
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3. Rule ke-3 :
Diperoleh bahwa
A3 =

Xu∆t+ 1 Xw∆t −∆t w+ −g∆t
(Zu + q
−)∆t Zw∆t+ 1 U0∆t 0
M˘u∆t M˘w∆t (M˘q +Mw˙u
−)∆t+ 1 0
0 0 ∆t 1

• model sistem dan model pengukuran
x3k+1 = A
3
kxk +Bkuk +Gkξk
zk = Hkxk + ηk
x0 ∼ N (x¯0, Px0) , ξk ∼ N (0, Qk) , ηk ∼ N (0, Rk)
• inisialisasi
Diberikan inisialisasi awal, yaitu :
xˆ0 = x¯0 , P0 = Px0
dimana x¯0 = [u0, w0, q0, θ0]
T dan Px0 merupakan
matriks diagonal dengan ukuran 4× 4.
Px0 =

P1 0 0 0
0 P2 0 0
0 0 P3 0
0 0 0 P4

• tahap prediksi (time update)
Pada tahap prediksi dihitung kovarian error dan
estimasi melalui model sistem yaitu
kovarian error : P 3
k¯+1
= A3kPk(A
3
k)
T +GkQkG
T
k
estimasi : xˆ3
k¯+1
= A3kxˆk +Bkuk
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Dimana kovarian dari noise sistem (Qk) merupakan
matriks diagonal dengan ukuran 3× 3.
Qk =
Q1 0 00 Q2 0
0 0 Q3

• tahap koreksi (measurement update)
Pada tahap koreksi dihitung kalman gain, kovarian error
dan estimasi melalui model pengukuran yaitu
kalman gain : K3k+1 = P
3
k¯+1
HTk+1(Hk+1P
3
k¯+1
HTk+1 +Rk+1)
−1
kovarian error : P 3k+1 = (I −K3k+1Hk+1)P 3k¯+1
estimasi : xˆ3k+1 = xˆ
3
k¯+1
+K3k+1(zk+1 −Hk+1xˆ3k¯+1)
Dimana kovarian dari noise pengukuran (Rk)
merupakan matriks diagonal dengan ukuran 2× 2.
Rk =
[
R1 0
0 R2
]
4. Rule ke-4 :
Diperoleh bahwa
A4 =

Xu∆t+ 1 Xw∆t −∆t w+ −g∆t
(Zu + q
+)∆t Zw∆t+ 1 U0∆t 0
M˘u∆t M˘w∆t (M˘q +Mw˙u
−)∆t+ 1 0
0 0 ∆t 1

• model sistem dan model pengukuran
x4k+1 = A
4
kxk +Bkuk +Gkξk
zk = Hkxk + ηk
x0 ∼ N (x¯0, Px0) , ξk ∼ N (0, Qk) , ηk ∼ N (0, Rk)
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• inisialisasi
Diberikan inisialisasi awal, yaitu :
xˆ0 = x¯0 , P0 = Px0
dimana x¯0 = [u0, w0, q0, θ0]
T dan Px0 merupakan
matriks diagonal dengan ukuran 4× 4.
Px0 =

P1 0 0 0
0 P2 0 0
0 0 P3 0
0 0 0 P4

• tahap prediksi (time update)
Pada tahap prediksi dihitung kovarian error dan
estimasi melalui model sistem yaitu
kovarian error : P 4
k¯+1
= A4kPk(A
4
k)
T +GkQkG
T
k
estimasi : xˆ4
k¯+1
= A4kxˆk +Bkuk
Dimana kovarian dari noise sistem (Qk) merupakan
matriks diagonal dengan ukuran 3× 3.
Qk =
Q1 0 00 Q2 0
0 0 Q3

• tahap koreksi (measurement update)
Pada tahap koreksi dihitung kalman gain, kovarian error
dan estimasi melalui model pengukuran yaitu
kalman gain : K4k+1 = P
4
k¯+1
HTk+1(Hk+1P
4
k¯+1
HTk+1 +Rk+1)
−1
kovarian error : P 4k+1 = (I −K4k+1Hk+1)P 4k¯+1
estimasi : xˆ4k+1 = xˆ
4
k¯+1
+K4k+1(zk+1 −Hk+1xˆ4k¯+1)
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Dimana kovarian dari noise pengukuran (Rk)
merupakan matriks diagonal dengan ukuran 2× 2.
Rk =
[
R1 0
0 R2
]
5. Rule ke-5 :
Diperoleh bahwa
A5 =

Xu∆t+ 1 Xw∆t −∆t w− −g∆t
(Zu + q
−)∆t Zw∆t+ 1 U0∆t 0
M˘u∆t M˘w∆t (M˘q +Mw˙u
+)∆t+ 1 0
0 0 ∆t 1

• model sistem dan model pengukuran
x5k+1 = A
5
kxk +Bkuk +Gkξk
zk = Hkxk + ηk
x0 ∼ N (x¯0, Px0) , ξk ∼ N (0, Qk) , ηk ∼ N (0, Rk)
• inisialisasi
Diberikan inisialisasi awal, yaitu :
xˆ0 = x¯0 , P0 = Px0
dimana x¯0 = [u0, w0, q0, θ0]
T dan Px0 merupakan
matriks diagonal dengan ukuran 4× 4.
Px0 =

P1 0 0 0
0 P2 0 0
0 0 P3 0
0 0 0 P4

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• tahap prediksi (time update)
Pada tahap prediksi dihitung kovarian error dan
estimasi melalui model sistem yaitu
kovarian error : P 5
k¯+1
= A5kPk(A
5
k)
T +GkQkG
T
k
estimasi : xˆ5
k¯+1
= A5kxˆk +Bkuk
Dimana kovarian dari noise sistem (Qk) merupakan
matriks diagonal dengan ukuran 3× 3.
Qk =
Q1 0 00 Q2 0
0 0 Q3

• tahap koreksi (measurement update)
Pada tahap koreksi dihitung kalman gain, kovarian error
dan estimasi melalui model pengukuran yaitu
kalman gain : K5k+1 = P
5
k¯+1
HTk+1(Hk+1P
5
k¯+1
HTk+1 +Rk+1)
−1
kovarian error : P 5k+1 = (I −K5k+1Hk+1)P 5k¯+1
estimasi : xˆ5k+1 = xˆ
5
k¯+1
+K5k+1(zk+1 −Hk+1xˆ5k¯+1)
Dimana kovarian dari noise pengukuran (Rk)
merupakan matriks diagonal dengan ukuran 2× 2.
Rk =
[
R1 0
0 R2
]
6. Rule ke-6 :
Diperoleh bahwa
A6 =

Xu∆t+ 1 Xw∆t −∆t w− −g∆t
(Zu + q
+)∆t Zw∆t+ 1 U0∆t 0
M˘u∆t M˘w∆t (M˘q +Mw˙u
+)∆t+ 1 0
0 0 ∆t 1

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• model sistem dan model pengukuran
x6k+1 = A
6
kxk +Bkuk +Gkξk
6k = Hkxk + ηk
x0 ∼ N (x¯0, Px0) , ξk ∼ N (0, Qk) , ηk ∼ N (0, Rk)
• inisialisasi
Diberikan inisialisasi awal, yaitu :
xˆ0 = x¯0 , P0 = Px0
dimana x¯0 = [u0, w0, q0, θ0]
T dan Px0 merupakan
matriks diagonal dengan ukuran 4× 4.
Px0 =

P1 0 0 0
0 P2 0 0
0 0 P3 0
0 0 0 P4

• tahap prediksi (time update)
Pada tahap prediksi dihitung kovarian error dan
estimasi melalui model sistem yaitu
kovarian error : P 6
k¯+1
= A6kPk(A
6
k)
T +GkQkG
T
k
estimasi : xˆ6
k¯+1
= A6kxˆk +Bkuk
Dimana kovarian dari noise sistem (Qk) merupakan
matriks diagonal dengan ukuran 3× 3.
Qk =
Q1 0 00 Q2 0
0 0 Q3

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• tahap koreksi (measurement update)
Pada tahap koreksi dihitung kalman gain, kovarian error
dan estimasi melalui model pengukuran yaitu
kalman gain : K6k+1 = P
6
k¯+1
HTk+1(Hk+1P
6
k¯+1
HTk+1 +Rk+1)
−1
kovarian error : P 6k+1 = (I −K6k+1Hk+1)P 6k¯+1
estimasi : xˆ6k+1 = xˆ
6
k¯+1
+K6k+1(zk+1 −Hk+1xˆ6k¯+1)
Dimana kovarian dari noise pengukuran (Rk)
merupakan matriks diagonal dengan ukuran 2× 2.
Rk =
[
R1 0
0 R2
]
7. Rule ke-7 :
Diperoleh bahwa
A7 =

Xu∆t+ 1 Xw∆t −∆t w+ −g∆t
(Zu + q
−)∆t Zw∆t+ 1 U0∆t 0
M˘u∆t M˘w∆t (M˘q +Mw˙u
+)∆t+ 1 0
0 0 ∆t 1

• model sistem dan model pengukuran
x3k+1 = A
3
kxk +Bkuk +Gkξk
7k = Hkxk + ηk
x0 ∼ N (x¯0, Px0) , ξk ∼ N (0, Qk) , ηk ∼ N (0, Rk)
• inisialisasi
Diberikan inisialisasi awal, yaitu :
xˆ0 = x¯0 , P0 = Px0
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dimana x¯0 = [u0, w0, q0, θ0]
T dan Px0 merupakan
matriks diagonal dengan ukuran 4× 4.
Px0 =

P1 0 0 0
0 P2 0 0
0 0 P3 0
0 0 0 P4

• tahap prediksi (time update)
Pada tahap prediksi dihitung kovarian error dan
estimasi melalui model sistem yaitu
kovarian error : P 7
k¯+1
= A7kPk(A
7
k)
T +GkQkG
T
k
estimasi : xˆ7
k¯+1
= A7kxˆk +Bkuk
Dimana kovarian dari noise sistem (Qk) merupakan
matriks diagonal dengan ukuran 3× 3.
Qk =
Q1 0 00 Q2 0
0 0 Q3

• tahap koreksi (measurement update)
Pada tahap koreksi dihitung kalman gain, kovarian error
dan estimasi melalui model pengukuran yaitu
kalman gain : K7k+1 = P
7
k¯+1
HTk+1(Hk+1P
7
k¯+1
HTk+1 +Rk+1)
−1
kovarian error : P 7k+1 = (I −K7k+1Hk+1)P 7k¯+1
estimasi : xˆ7k+1 = xˆ
7
k¯+1
+K7k+1(zk+1 −Hk+1xˆ7k¯+1)
Dimana kovarian dari noise pengukuran (Rk)
merupakan matriks diagonal dengan ukuran 2× 2.
Rk =
[
R1 0
0 R2
]
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8. Rule ke-8 :
Diperoleh bahwa
A8 =

Xu∆t+ 1 Xw∆t −∆t w+ −g∆t
(Zu + q
+)∆t Zw∆t+ 1 U0∆t 0
M˘u∆t M˘w∆t (M˘q +Mw˙u
+)∆t+ 1 0
0 0 ∆t 1

• model sistem dan model pengukuran
x8k+1 = A
8
kxk +Bkuk +Gkξk
8k = Hkxk + ηk
x0 ∼ N (x¯0, Px0) , ξk ∼ N (0, Qk) , ηk ∼ N (0, Rk)
• inisialisasi
Diberikan inisialisasi awal, yaitu :
xˆ0 = x¯0 , P0 = Px0
dimana x¯0 = [u0, w0, q0, θ0]
T dan Px0 merupakan
matriks diagonal dengan ukuran 4× 4.
Px0 =

P1 0 0 0
0 P2 0 0
0 0 P3 0
0 0 0 P4

• tahap prediksi (time update)
Pada tahap prediksi dihitung kovarian error dan
estimasi melalui model sistem yaitu
kovarian error : P 8
k¯+1
= A8kPk(A
8
k)
T +GkQkG
T
k
estimasi : xˆ8
k¯+1
= A8kxˆk +Bkuk
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Dimana kovarian dari noise sistem (Qk) merupakan
matriks diagonal dengan ukuran 3× 3.
Qk =
Q1 0 00 Q2 0
0 0 Q3

• tahap koreksi (measurement update)
Pada tahap koreksi dihitung kalman gain, kovarian error
dan estimasi melalui model pengukuran yaitu
kalman gain : K8k+1 = P
8
k¯+1
HTk+1(Hk+1P
8
k¯+1
HTk+1 +Rk+1)
−1
kovarian error : P 8k+1 = (I −K8k+1Hk+1)P 8k¯+1
estimasi : xˆ8k+1 = xˆ
8
k¯+1
+K8k+1(zk+1 −Hk+1xˆ8k¯+1)
Dimana kovarian dari noise pengukuran (Rk)
merupakan matriks diagonal dengan ukuran 2× 2.
Rk =
[
R1 0
0 R2
]
4.3.4 Defuzzifikasi
Proses defuzzifikasi merupakan proses filter untuk
mendapatkan hasil estimasi secara keseluruhan dengan
aturan-aturan yang terbentuk. Setelah masing-masing aturan
melalui tahap koreksi, selanjutnya akan diproses secara
keseluruhan sesuai 8 aturan tersebut. Hasil estimasi diperoleh
sebagai berikut :
xˆik+1 =

xˆ1k+1
xˆ2k+1
xˆ3k+1
xˆ4k+1
xˆ5k+1
xˆ6k+1
xˆ7k+1
xˆ8k+1

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Berdasarkan rumus bobot rata-rata, sebagai berikut [11] :
xˆk+1 =
ρ1xˆ1k+1 + ρ
2xˆ2k+1 + ρ
3xˆ3k+1 + ...+ ρ
8xˆ8k+1
ρ1 + ρ2 + ρ3 + ...+ ρ8
dimana nilai dari masing-masing ρ1, ρ2, ρ3, ρ4, ρ5, ρ6, ρ7, ρ8
ditentukan dari kombinasi fungsi keanggotaan sesuai aturan
(rule), sebagai berikut :
ρ1 = µumin · µwmin · µqmin
ρ2 = µumin · µwmin · µqmax
ρ3 = µumin · µwmax · µqmin
ρ4 = µumin · µwmax · µqmax
ρ5 = µumax · µwmin · µqmin
ρ6 = µumax · µwmin · µqmax
ρ7 = µumax · µwmax · µqmin
ρ8 = µumax · µwmax · µqmax
Nilai estimasi pada waktu ke-k+1 akan kembali diproses
melalui tahap prediksi dan koreksi hingga diperoleh nilai
estimasi akhir sesuai waktu yang ditentukan.
4.4 Implementasi Optimal Smoothing Kalman Filter
Pada optimal smoothing Kalman Filter ini digunakan
untuk penghalusan hasil estimasi dari estimasi Kalman Filter.
Pada optimal smoothing membutuhkan data pengukuran dari
Kalman Filter. Dengan melakukan hal yang sama pada
implementasi Kalman Filter yaitu perlu dilakukan pelinearan
dengan metode Jacobian. Sehingga implementasi optimal
smoothing Kalman Filter, sebagai berikut:
• model sistem dan model pengukuran
xk+1 = Axk +Buk +Gξk
zk = Hxk + ηk
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x0 ∼ N (x¯0, Px0) , ξk ∼ N (0, Qk) , ηk ∼ N (0, Rk)
• Forward Filter
Pada tahap ini, proses estimasi berjalan maju dari awal
hingga akhir.
i) inisialisasi:
Pada langkah ini diberikan inisialisasi awal untuk
estimasi (xˆf0) dan kovarian (P
f
0 ) yaitu
xˆf0 = x¯0 , P
f
0 = P0
dimana x¯0 = [u0, w0, q0, θ0]
T dan P0 merupakan matriks
diagonal dengan ukuran 4× 4.
ii) tahap prediksi:
Pada tahap prediksi dihitung kovarian error dan
estimasi melalui model sistem yaitu
kovarian error : P f−k+1 = AkP
f
k A
T
k +GkQkG
T
k
estimasi : xˆf−k+1 = Akxˆ
f
k +Bkuk
iii) tahap koreksi:
Pada tahap koreksi dihitung kalman gain, kovarian error
dan estimasi melalui model pengukuran yaitu
kalman gain : Kfk+1 = P
f−
k+1H
T
k+1(Hk+1P
f−
k+1H
T
k+1 +Rk+1)
−1
kovarian error : P fk+1 = (I −Kfk+1Hk+1)P f−k+1
estimasi : xˆfk+1 = xˆ
f−
k+1 +K
f
k+1(zk+1 −Hk+1xˆf−k+1)
• Backward Filter
Pada tahap ini, proses estimasi berjalan mundur dari
waktu akhir ke awal.
i) inisialisasi:
Pada langkah ini diberikan inisialisasi awal untuk
estimasi waktu akhir (yˆf−N ) dan kovarian (S
f−
N ) yaitu
yˆ−N = 0 , S
−
N = 0
80
ii) tahap koreksi:
Pada tahap koreksi dihitung kovarian error dan estimasi
melalui model pengukuran yaitu
kovarian error : Sk+1 = S
−
k+1 +H
T
k+1R
−1
k+1Hk+1
estimasi : yˆk+1 = yˆ
−
k+1 +H
T
k+1R
−1
k+1zk+1
iii) tahap prediksi:
Pada tahap koreksi dihitung kalman gain, kovarian error
dan estimasi melalui model sistem yaitu
kalman gain : Kbk = Sk+1Gk(G
T
k Sk+1Gk +Q
−1
k )
−1
kovarian error : S−k = A
T
k (I −KbkGTk )Sk+1Ak
estimasi : yˆ−k = A
T
k (I −KbkGTk )(yˆk+1 − Sk+1Bkuk)
• Smoother
Pada tahap smoother dilakukan perhitungan
berdasarkan pada tahap Kalman Filter dan information
filter.
kalman gain : Kk = P
f
k S
−
k (I + P
f
k S
−
k )
−1
kovarian error : Pk = (I −Kk)P fk
estimasi : xˆk = (I −Kk)xˆfk + Pkyˆ−k
4.5 Implementasi Optimal Smoothing Fuzzy Kalman
Filter
Pada optimal smoothing Fuzzy Kalman Filter ini
digunakan untuk penghalusan hasil estimasi dari metode
Fuzzy Kalman Filter. Optimal smoothing ini dibutuhkan data
pengukuran dari Fuzzy Kalman Filter. Optimal smoothing
Fuzzy Kalman Filter juga dilakukan proses fuzzifikasi sesuai
Fuzzy Kalman Filter yaitu terdapat tiga variabel u,w, q. Dan
juga menentukan aturan dasar yang sama dari sebelumnya
dengan 8 aturan. Sehingga proses perhitungan optimal
smoothing Fuzzy Kalman Filter, yaitu
Rule ke-i :
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• model sistem dan model pengukuran
xik+1 = A
ixk +Buk +Gξk
zk = Hxk + ηk
x0 ∼ N (x¯0, Px0) , ξk ∼ N (0, Qk) , ηk ∼ N (0, Rk)
dimana
Ai =

Xu∆t+ 1 Xw∆t −∆t wik −g∆t
(Zu + q
i
k)∆t Zw∆t+ 1 U0∆t 0
M˘u∆t M˘w∆t (M˘q +Mw˙uk)∆t+ 1 0
0 0 ∆t 1

• Forward Filter
Pada tahap ini, proses estimasi berjalan maju dari awal
hingga akhir.
i) inisialisasi:
Pada langkah ini diberikan inisialisasi awal untuk
estimasi (xˆf0) dan kovarian (P
f
0 ) yaitu
xˆf0 = x¯0 , P
f
0 = P0
ii) tahap prediksi:
Pada tahap prediksi dihitung kovarian error dan
estimasi melalui model sistem yaitu
kovarian error : P i,f−k+1 = A
i
kP
i,f
k (A
i
k)
T +GkQkG
T
k
estimasi : xˆi,f−k+1 = A
i
kxˆ
f
k +Bkuk
iii) tahap koreksi:
Pada tahap koreksi dihitung kalman gain, kovarian error
dan estimasi melalui model pengukuran yaitu
kalman gain : Ki,fk+1 = P
i,f−
k+1 H
T
k+1(Hk+1P
i,f−
k+1 H
T
k+1 +Rk+1)
−1
kovarian error : P i,fk+1 = (I −Ki,fk+1Hk+1)P i,f−k+1
estimasi : xˆi,fk+1 = xˆ
i,f−
k+1 +K
i,f
k+1(zk+1 −Hk+1xˆi,f−k+1 )
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• Backward Filter
Pada tahap ini, proses estimasi berjalan mundur dari
waktu akhir ke awal.
i) inisialisasi:
Pada langkah ini diberikan inisialisasi awal untuk
estimasi waktu akhir (yˆf−N ) dan kovarian (S
f−
N ) yaitu
yˆ−N = 0 , S
−
N = 0
ii) tahap koreksi:
Pada tahap koreksi dihitung kovarian error dan estimasi
melalui model pengukuran yaitu
kovarian error : Sik+1 = S
i,−
k+1 +H
T
k+1R
−1
k+1Hk+1
estimasi : yˆik+1 = yˆ
i,−
k+1 +H
T
k+1R
−1
k+1zk+1
iii) tahap prediksi:
Pada tahap koreksi dihitung kalman gain, kovarian error
dan estimasi melalui model sistem yaitu
kalman gain : Ki,bk = S
i
k+1Gk(G
T
k S
i
k+1Gk +Q
−1
k )
−1
kovarian error : Si,−k = (A
i
k)
T (I −Ki,bk GTk )Sik+1Aik
estimasi : yˆi,−k = (A
i
k)
T (I −Ki,bk GTk )(yˆik+1 − Sik+1Bkuk)
• Smoother
Pada tahap smoother dilakukan perhitungan
berdasarkan pada tahap Fuzzy Kalman Filter dan
information filter.
kalman gain : Kik = P
i,f
k S
i,−
k (I + P
i,f
k S
i,−
k )
−1
kovarian error : P ik = (I −Kik)P i,fk
estimasi : xˆik = (I −Kik)xˆi,fk + P i,fk yˆi,−k
dimana i = 1, 2, ..., 8.
Selanjutnya dilakukan proses defuzzifikasi untuk memperoleh
hasil estimasi akhir dari kedelapan data tersebut.
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4.6 Simulasi
Pada simulasi ini dilakukan penerapan metode Kalman
Filter dan Fuzzy Kalman Filter. Hasil simulasi ini akan
dibandingkan antara metode Kalman Filter dan Fuzzy
Kalman Filter terhadap data pengukuran yang bersifat
stokastik. Pada simulasi ini juga mempertimbangkan nilai
Root mean square error (RMSE) antara metode Kalman Filter
dan Fuzzy Kalman Filter. Pada penelitian ini, error model
pada variabel Fuzzy yang digunakan yaitu 10% dari kondisi
awal [4],[11],[14]. Berikut ini adalah anggota dari variabel
Fuzzy yaitu:
u ∈ [u− 10% u, u+ 10% u]
w ∈ [w − 10% w,w + 10% w]
q ∈ [q − 10% q, q + 10% q]
Sehingga diperoleh
u− = 0.9 u , u+ = 1.1 u
w− = 0.9 w , w+ = 1.1 w
q− = 0.9 q , q+ = 1.1 q
Pada simulasi ini akan dilakukan beberapa percobaan
dengan kasus yang berbeda. Sistem model gerak longitudinal
pesawat terbang yang meliputi kecepatan translasi ke depan,
kecepatan translasi ke atas, kecepatan sudut pitch dan sudut
pitch yang telah didiskritkan dengan nilai perubahan waktu
∆t = 0.01 dan nilai untuk kontrol diberikan yaitu δe =
δT = 0.1. Dan juga diberikan nilai kovarian model, kovarian
dari noise sistem dan kovarian dari noise pengukuran masing-
masing yaitu sebagai berikut:
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kovarian model :
Px0 =

P1 0 0 0
0 P2 0 0
0 0 P3 0
0 0 0 P4

dimana nilai-nilai varians P yang digunakan untuk simulasi
yaitu
P1 = 0.5
P2 = 0.5
P3 = 0.5× pi/180
P4 = 0.5× pi/180
kovarian noise sistem :
Qk =
Q1 0 00 Q2 0
0 0 Q3

dimana nilai-nilai varians Q yang digunakan untuk simulasi
yaitu
Q1 = 0.01
Q2 = 0.01× pi/180
Q3 = 0.0001× pi/180
kovarian noise pengukuran :
Rk =
[
R1 0
0 R2
]
dimana nilai-nilai varians R yang digunakan untuk simulasi
yaitu
R1 = 0.01
R2 = 0.01× pi/180
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Simulasi estimasi variabel gerak longitudinal pesawat
terbang dengan menggunakan program GUI Matlab. Simulasi
estimasi variabel gerak pesawat terbang ini ditunjukkan
berdasarkan masing-masing variabelnya yang meliputi
kecepatan translasi ke depan (u), kecepatan translasi ke
atas (w), kecepatan sudut pitch (q) dan sudut pitch (θ).
Berikut ini pada Gambar 4.2 adalah bentuk tampilan utama
dari program simulasi estimasi variabel gerak longitudinal
pesawat terbang.
Gambar 4.2: Bentuk tampilan GUI awal untuk simulasi
estimasi gerak pesawat terbang
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4.6.1 Kasus 1
Simulasi pada kasus pertama dengan diberikan kondisi
awal yaitu u(0) = 1.5 m/s, w(0) = 0.75 m/s, q(0) =
0.1 rad/s, θ(0) = 0.05 rad. Dan pada simulasi ini dilakukan
running sebanyak 10 kali, selanjutnya diambil nilai rata-rata
dari sepuluh hasil running tersebut. Pada kasus pertama
diperoleh hasil estimasi antara metode Kalman Filter dan
Fuzzy Kalman Filter masing-masing variabel. Berikut ini
ditunjukkan pada Gambar 4.3.
Gambar 4.3: Hasil estimasi variabel gerak longitudinal
pesawat terbang
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Hasil estimasi variabel keadaan gerak longitudinal pesawat
terbang masing-masing, sebagai berikut:
Gambar 4.4: Grafik estimasi kecepatan translasi ke depan (u)
Gambar 4.5: Grafik estimasi kecepatan translasi ke atas (w)
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Gambar 4.6: Grafik estimasi kecepatan sudut pitch (q)
Gambar 4.7: Grafik estimasi sudut pitch (θ)
Berdasarkan pada Gambar 4.4 - 4.7, terlihat bahwa
metode Fuzzy Kalman Filter memberikan hasil estimasi
cenderung relatif lebih akurat dibandingkan dengan metode
Kalman Filter biasa. Namun, pada variabel kecepatan
translasi ke atas (w) dan kecepatan sudut pitch (q) tidak
terlihat jelas. Hal ini dapat diamati dengan data nilai root
mean square error (RMSE) yang ditunjukkan pada Tabel
4.2. Nilai RMSE menunjukkan bahwa setiap variabel gerak
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Tabel 4.2: Nilai RMSE Kalman Filter dan Fuzzy Kalman
Filter
RMSE Persentase
Variabel KF FKF Peningkatan RMSE
u 0.092166 0.034619 62.4 %
w 0.023070 0.022908 0.7 %
q 0.00109609 0.00109599 0.009 %
θ 0.002600 0.002555 1.7 %
longitudinal pesawat terbang dengan metode Fuzzy Kalman
Filter tingkat errornya lebih kecil daripada metode Kalman
Filter. Hal ini mengakibatkan tingkat keakurasian dari
metode Fuzzy Kalman Filter lebih baik dibandingkan Kalman
Filter biasa. Berikut ini adalah tabel perbandingan perbedaan
nilai error estimasi masing-masing variabel pada Tabel 4.3.
Tabel 4.3: Nilai Error Estimasi Kalman Filter dan Fuzzy
Kalman Filter
Error Min Error Max
Variabel KF FKF KF FKF
u 0.012859 0.000178 0.132260 0.091977
w 0.000101 0.000485 0.080463 0.080081
q 0.000005 0.000005 0.002746 0.002746
θ 0.000089 0.000085 0.004391 0.004303
Selain itu, waktu komputasi yang diperoleh untuk metode
Kalman Filter membutuhkan total waktu sebesar 0.1628 s,
sedangkan untuk metode Fuzzy Kalman Filter membutuhkan
total waktu sebesar 0.2802 s. Berdasarkan waktu komputasi,
metode Kalman Filter lebih cepat dibandingkan Fuzzy
Kalman Filter.
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4.6.2 Kasus 2 (Optimal Smoothing Kalman Filter)
Pada kasus kedua ini merupakan optimal smoothing dari
metode Kalman Filter. Berdasarkan kondisi awal pada kasus
1 yaitu u(0) = 1.5 m/s, w(0) = 0.75 m/s, q(0) = 0.1 rad/s,
θ(0) = 0.05 rad. Data pengukuran zk diperoleh dari rata-
rata kasus pertama. Konsep dari optimal smoothing terdiri
dari tiga bagian yaitu Kalman Filter, information filter dan
smoother. Dengan memilih menu ”Optimal Smoothing KF”
pada tampilan awal, hasil smoothing Kalman Filter dapat
dilihat pada Gambar 4.8.
Gambar 4.8: Hasil optimal smoothing Kalman Filter untuk
variabel gerak longitudinal pesawat terbang
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Hasil optimal smoothing Kalman Filter pada masing-
masing variabel yaitu, sebagai berikut:
Gambar 4.9: Grafik optimal smoothing Kalman Filter pada
kecepatan translasi ke depan (u)
Gambar 4.10: Grafik optimal smoothing Kalman Filter pada
kecepatan translasi ke atas (w)
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Gambar 4.11: Grafik optimal smoothing Kalman Filter pada
kecepatan sudut pitch (q)
Gambar 4.12: Grafik optimal smoothing Kalman Filter pada
sudut pitch (θ)
Berdasarkan pada Gambar 4.9 - 4.12, terlihat bahwa
optimal smoothing Kalman Filter menghasilkan hasil yang
lebih halus, kecuali pada variabel kecepatan translasi ke
depan. Hal ini dapat diperoleh perbedaan nilai root mean
square error (RMSE) yang ditunjukkan pada Tabel 4.4. Nilai
RMSE menunjukkan bahwa optimal smoothing pada variabel
kecepatan translasi ke atas, kecepatan sudut pitch dan sudut
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Tabel 4.4: Nilai RMSE Kalman Filter dan Optimal
Smoothing
RMSE Persentase
Variabel KF Smoothing Peningkatan RMSE
u 0.092166 0.095872 -
w 0.023070 0.020975 9.1 %
q 0.001096 0.000757 30.9 %
θ 0.002600 0.002205 15.2 %
pitch yang lebih kecil nilai errornya. Sedangkan pada variabel
kecepatan translasi ke depan, optimal smoothing tidak lebih
baik dari Kalman Filter biasa. Hal ini dapat dikatakan
”smoothable states”. Sedangkan nilai error minimum dan
maksimum estimasi ditunjukkan oleh Tabel 4.5.
Tabel 4.5: Nilai Error Estimasi Kalman Filter dan Optimal
Smoothing
Error Min Error Max
Variabel KF Smoothing KF Smoothing
u 0.012859 0.013834 0.132260 0.153197
w 0.000101 0.000172 0.080463 0.069039
q 0.000005 0.000000 0.002746 0.001926
θ 0.000089 0.000033 0.004391 0.003989
4.6.3 Kasus 3 (Optimal Smoothing Fuzzy Kalman
Filter)
Pada kasus ketiga ini merupakan optimal smoothing dari
metode Fuzzy Kalman Filter yang juga berdasarkan kondisi
awal pada kasus 1. Pada optimal smoothing Fuzzy Kalman
Filter ini juga memerlukan data pengukuran zk yang sudah
ada. Proses optimal smoothing ini berjalan juga melalui proses
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fuzzifikasi, penentuan aturan dasar logika Fuzzy dan tahap
smoothing dengan penggabungan dari filter berjalan maju
dan mundur yang selanjutnya dilakukan defuzzifikasi. Dengan
memilih menu ”Optimal Smoothing FKF” pada tampilan
awal, hasil smoothing Fuzzy Kalman Filter dapat dilihat pada
Gambar 4.13.
Gambar 4.13: Hasil optimal smoothing Fuzzy Kalman Filter
untuk variabel gerak longitudinal pesawat terbang
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Dan untuk grafik hasil optimal smoothing Fuzzy Kalman
Filter masing-masing variabel ditunjukkan oleh gambar
berikut.
Gambar 4.14: Grafik optimal smoothing Fuzzy Kalman Filter
pada kecepatan translasi ke depan (u)
Gambar 4.15: Grafik optimal smoothing Fuzzy Kalman Filter
pada kecepatan translasi ke atas (w)
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Gambar 4.16: Grafik optimal smoothing Fuzzy Kalman Filter
pada kecepatan sudut pitch (q)
Gambar 4.17: Grafik optimal smoothing Fuzzy Kalman Filter
pada sudut pitch (θ)
Berdasarkan pada Gambar 4.14 - 4.17, terlihat bahwa
optimal smoothing Fuzzy Kalman Filter menghasilkan hasil
yang lebih halus pada semua variabel. Pada kasus ini,
optimal smoothing berjalan dengan baik. Hal ini dapat dapat
juga dilihat perbedaan nilai root mean square error (RMSE)
yang ditunjukkan pada Tabel 4.6. Nilai RMSE menunjukkan
bahwa optimal smoothing memberikan nilai errornya lebih
kecil pada semua variabel. Sedangkan nilai error minimum
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Tabel 4.6: Nilai RMSE Fuzzy Kalman Filter dan Optimal
Smoothing
RMSE Persentase
Variabel FKF Smoothing Peningkatan RMSE
u 0.034619 0.022908 33.8 %
w 0.022908 0.021009 8.3 %
q 0.001096 0.000756 31 %
θ 0.002555 0.002188 14.4 %
dan maksimum estimasi ditunjukkan oleh Tabel 4.7.
Tabel 4.7: Nilai Error Estimasi Fuzzy Kalman Filter dan
Optimal Smoothing
Error Min Error Max
Variabel FKF Smoothing FKF Smoothing
u 0.000178 0.000041 0.091977 0.074399
w 0.000485 0.000166 0.080081 0.069026
q 0.000005 0.000001 0.002746 0.001918
θ 0.000085 0.000015 0.004303 0.003970
Terlihat bahwa error estimasi maksimum pada optimal
smoothing Fuzzy Kalman Filter yaitu lebih kecil pada semua
variabel dan begitu juga pada error estimasi minimumnya.
”Halaman ini sengaja dikosongkan.”
BAB V
PENUTUP
Pada bab ini, diberikan kesimpulan yang diperoleh dari
Tugas Akhir ini serta saran untuk penelitian selanjutnya.
5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil analisis dan pembahasan pada bab
sebelumnya, dapat disimpulkan beberapa hal berikut:
1. Hasil estimasi menunjukkan bahwa setiap variabel gerak
longitudinal pesawat terbang metode Fuzzy Kalman
Filter lebih baik daripada metode Kalman Filter. Nilai
RMSE juga menunjukkan bahwa error rata-rata dari
metode Fuzzy Kalman Filter lebih kecil daripada metode
Kalman Filter. Peningkatan error kecepatan translasi
ke depan 62.4 %, kecepatan translasi ke atas 0.7 %,
kecepatan sudut pitch 0.009 % dan sudut pitch 1.7 %.
2. Berdasarkan waktu komputasi menunjukkan bahwa
metode Kalman Filter hanya membutuhkan waktu
0.1628s lebih baik daripada metode Fuzzy Kalman Filter
yang membutuhkan waktu 0.2802 s.
3. Pada optimal smoothing Kalman Filter, hanya variabel
kecepatan translasi ke atas, kecepatan sudut pitch dan
sudut pitch yang dapat memberikan hasil estimasi lebih
halus daripada Kalman Filter dengan peningkatan error
yaitu kecepatan translasi ke atas 9.1 %, kecepatan
sudut pitch 30.9 % dan sudut pitch 15.2 %. Pada
variabel kecepatan translasi ke depan, hasil estimasi
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Kalman Filter lebih baik dibandingkan pada saat
optimal smoothing.
4. Pada optimal smoothing Fuzzy Kalman Filter, semua
variabel dapat memberikan hasil estimasi yang lebih
halus daripada Fuzzy Kalman Filter. Peningkatan error
masing-masing yaitu kecepatan translasi ke depan 33.8
%, kecepatan translasi ke atas 8.3 %, kecepatan sudut
pitch 31 % dan sudut pitch 14.4 %.
5.2 Saran
Pada Tugas Akhir ini, model gerak longitudinal pesawat
terbang merupakan sistem model nonlinear. Oleh karena itu,
untuk penelitian selanjutnya dapat digunakan dengan metode
Extended Kalman Filter. Dengan melakukan kombinasi
metode Logika Fuzzy dan Extended Kalman Filter.
DAFTAR PUSTAKA
[1] Kallapur, A. G. (2007). ”UAV Linear and Nonlinear
Estimation Using Eextended Kalman Filter”.
University of New South Wales.
[2] Purwanto, E. B. (2003). ”Pemodelan Sistem dan
Analisis Kestabilan Dinamik Pesawat UAV”. Jurnal
Teknologi Dirgantara. Laporan Penelitian, LAPAN.
[3] Salman, S. A. Sreenatha, A. G. Choi, J. T. (2006).
”Attitude Dynamics Identification of Unmanned
Aircraft Vehicle”. Internasional Journal of Control,
Automation and System.
[4] Mahmuri, H. (2011). ”Estimasi Perkembangan Sel
Kanker Menggunakan Fuzzy Kalman Filter”. Jurusan
Matematika Institut Teknologi Sepuluh Nopember.
[5] Sukandi, A. (2010). ”Pengendalian Gerak Longitudinal
Pesawat Terbang dengan Metode Decoupling”. Jurusan
Teknik Mesin Politeknik Negeri Jakarta.
[6] Artono, E. (2010). ”Pengembangan Sistem Pengendali
Posisi Sudut dari Sirip Elevator pada Pesawat Tanpa
Awak”. Fakultas Teknik Universitas Indonesia.
[7] Zimmermann, H. J. (1992). Fuzzy Set Theory and
Its Aplications. Second Revised Edition. United
States.
[8] Lewis, F. L. (1998). Optimal Estimation with
An Introduction to Stochastic Control Theory.
101
102
School of Electrical Engineering Georgia Institute of
Technology Atlanta. Georgia.
[9] Han, L. R. (2004). ”A Fuzzy-Kalman Filtering Strategy
for State Estimation”. A Thesis submitted to the
College of Graduate Studies and Research in partial
Fulfillment of the Requirements for the the Degree of
Master of Science. In the Department of Mechanical
Engineering University of Saskatchewan. Saskaton,
Kanada.
[10] McLean, D. (1990). Automatic Flight Control
Systems. Prentice Hall International. UK.
[11] Chen, G. Xie, Q. Shieh, L. S. (1997). ”Fuzzy Kalman
Filter”. Journal Information of Information Sciences.
No. 109, hal. 197-209.
[12] Purnawan, H. (2015). ”Desain Sistem Kendali linear
Quadratic Regulator (LQR) untuk Kestabilan Terbang
LSU-05”. Tugas Akhir. Jurusan Matematika Institut
Teknologi Sepuluh Nopember.
[13] Muzaki, M.A.F. (2015). ”Desain Kendali Sudut Pitch
dan Roll pada LSU-05 dengan Metode Sliding Mode
Control (SMC)”. Tugas Akhir. Jurusan Matematika
Institut Teknologi Sepuluh Nopember.
[14] Ermayanti, Z. (2015). ”Estimasi dan Kendali Posisi
Autonomous Underwater Vehicle Berdasarkan
Lintasan yang Ditentukan”. Jurusan Matematika
Institut Teknologi Sepuluh Nopember.
LAMPIRAN
”Halaman ini sengaja dikosongkan.”
LAMPIRAN A
Source Code
1. Program untuk estimasi metode Kalman Filter dan Fuzzy
Kalman Filter
i)
105
106
ii)
107
iii)
108
iv)
109
v)
110
vi)
111
vii)
112
2. Program untuk estimasi optimal smoothing Kalman Filter
i)
113
ii)
114
iii)
115
iv)
116
v)
117
vi)
118
3. Program untuk estimasi optimal smoothing Fuzzy Kalman
Filter
i)
119
ii)
120
iii)
121
iv)
122
v)
123
vi)
124
vii)
125
viii)
126
ix)
127
x)
”Halaman ini sengaja dikosongkan.”
BAB V
PENUTUP
Pada bab ini, diberikan kesimpulan yang diperoleh dari
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5.1 Kesimpulan
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sebelumnya, dapat disimpulkan beberapa hal berikut:
1. Hasil estimasi menunjukkan bahwa setiap variabel gerak
longitudinal pesawat terbang metode Fuzzy Kalman
Filter lebih baik daripada metode Kalman Filter. Nilai
RMSE juga menunjukkan bahwa error rata-rata dari
metode Fuzzy Kalman Filter lebih kecil daripada metode
Kalman Filter. Peningkatan error kecepatan translasi
ke depan 62.4 %, kecepatan translasi ke atas 0.7 %,
kecepatan sudut pitch 0.009 % dan sudut pitch 1.7 %.
2. Berdasarkan waktu komputasi menunjukkan bahwa
metode Kalman Filter hanya membutuhkan waktu
0.1628s lebih baik daripada metode Fuzzy Kalman Filter
yang membutuhkan waktu 0.2802 s.
3. Pada optimal smoothing Kalman Filter, hanya variabel
kecepatan translasi ke atas, kecepatan sudut pitch dan
sudut pitch yang dapat memberikan hasil estimasi lebih
halus daripada Kalman Filter dengan peningkatan error
yaitu kecepatan translasi ke atas 9.1 %, kecepatan
sudut pitch 30.9 % dan sudut pitch 15.2 %. Pada
variabel kecepatan translasi ke depan, hasil estimasi
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